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1 Einleitung

1 Einleitung

In den letzten Jahren hat sich immer mehr die Erkenntnis durchgesetzt, dal die Erstellung von
Software eine ingenieurmallige Aufgabe ist. Man mul3 also versuchen, Vorgehensweisen der
klassischen Ingenieurdisziplinen auf die Softwareentwicklung zu tbertragen. Fir viele Soft-
wareentwickler ist die Erstellung von Software noch so etwas wie eine Kunst, was sich auch
im Titel des klassischen Werks von D. Knuth The Art of Computer Programming [K97] wi-
derspiegelt. Das hat Parallelen zu klassischen Ingenieurdisziplinen wie Hochbau oder Ma-
schinenbau, die am Anfang ihrer Entwicklung auch mehr Kunst als Wissenschaft waren und
damit an bestimmte Personen gebunden waren, die eben zu gerade dieser Kunst talentiert wa-
ren. So gab es im ausgehenden Mittelalter nur wenige Baumeister, die eine Kathedrale bauen
konnten, da das eben eine Kunst war. Oder im letzten Jahrhundert war es eine Kunst, eine
Lokomotive zu bauen. Ein weiteres Beispiel ist das Schleifen von Linsen mit gewlnschten
Eigenschaften. Auch das war in der Zeit vor Ernst Abbe eine Kunst. Die Linsen wurden so
lange geschliffen und ihre Eigenschaften ermittelt, bis sie die gewtinschten Vorgaben erfull-
ten. Durch die Arbeit von Ernst Abbe wurde dieses (Kunst)Handwerk auf eine wissenschaftli-
che Grundlage gestellt. Auch er erkannte, dal3 man mit diesem sogenannten ,,Prébeln® bzw.
handwerklicher Erfahrung nicht weit kommt [SW93].

Dieser Schritt von der Kunst zur Wissenschaft hat sich in den klassischen Ingenieurdiszipli-
nen vollzogen. Auch in einer noch nicht so alten Disziplin vollzieht sich dieser Schritt, nam-
lich in der Entwicklung bestimmter pharmazeutischer Produkte. Dort werden Substanzen mit
bestimmten, vorgegebenen Eigenschaften gesucht. Auch in dieser Disziplin wird viel mit Ver-
such und Irrtum gearbeitet. Doch in letzter Zeit ist es auch hier mdglich, mehr ingenieurmaiig
vorzugehen. Molekile mit bestimmten Eigenschaften werden konstruiert, genau wie eine Ma-
schine, was unter dem Schlagwort drug design [TA95], [RHC95] bekannt ist.

Die Softwareentwicklung nach Versuch und Irrtum kénnte man damit vergleichen, eine Brik-
ke zu bauen, die bei der geringsten Belastung einstiirzt. Der Grund dafir kdnnten z.B. zu din-
ne Pfeiler sein. Also werden beim néchsten Versuch dickere Pfeiler verwendet u.s.w. bis die
Briicke den Anforderungen geniigt. Es wird jedoch so vorgegangen, dal3 vor dem Bau der
Bricke ausgerechnet wird, wie viele und welche Pfeiler wo stehen missen. Die Briicke wird
dann mit einer hohen Last getestet, um sicher zu gehen, dal3 die Anforderungen erfillt sind. In
der Softwareentwicklung wird ein fertiges Programm mit einer Menge von Testféllen getestet
und gegebenenfalls verbessert, bis alle diese Testfélle fehlerfrei abgearbeitet werden. Dann ist
bewiesen, dal’ das Programm fir alle Testfélle korrekt ist. Auf3erdem hat man durch ge-
schickte Auswahl der Testfélle ein starkes Indiz fur die Fehlerfreiheit des Programms, aller-
dings keinen Beweis. Ein erster Schritt zur Softwareerstellung auf wissenschaftlicher Grund-
lage ist die axiomatische Methode von Floyd [F67] und Hoare [H69]. Eine sehr gute Darstel-
lung dieser Technik beinhaltet das Buch The Science of Programming von David Gries [G81],
dessen Titel man auch als Anwort auf den Titel von Donald Knuths Buch verstehen kann.
Weitere Bicher mit dhnlichem Inhalt sind z.B. [F89], [B90] und [Ba89].

Nach jahrzehntelanger, weltweiter Programmiererfahrung in prozeduralen Programmierspra-
chen, in denen der weitaus grofdte Teil aller Programme geschrieben wird, hat sich herausge-
stellt, dal? gewisse Programmkonstrukte besonders fehleranféallig sind, z.B. unbedingte
Sprungbefehle, Verweise oder globale Variablen. Und gerade diese unsicheren Konstrukte
sind es, die bei der axiomatischen Methode schwierig zu formalisieren sind. Es gibt deshalb
Richtlinien, solche Konstrukte fir Software, die sehr hohen Sicherheitsanforderungen geni-
gen mul3, nicht zu verwenden [BWB92]. Diese Richtlinien haben zum Teil Gesetzescharakter
wie auch z.B. Vorschriften zur Verwendung bestimmter Baumaterialien oder -techniken. Das
Argument, dal3 dadurch der Programmierer in seiner Freiheit oder Kreativitdt eingeschrankt
wird, kann man in diesem Zusammenhang nicht gelten lassen. Vielmehr wird man durch diese
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Technik veranlaldt, das Problem tiefer zu durchdenken und sich nicht nur auf seine Intuition
Zu verlassen.

1.1 Zuverlassigkeit von Software

Uber die Notwendigkeit formaler Methoden zur Unterstiitzung der Entwicklung komplexer
(Programm)systeme ist man sich in der Softwaretechnik im Klaren. Das zeigen auch z.B. die
Vorfalle mit Therac25 [LT93] oder Ariane5 [L96].

Fur die Erstellung sicherer und zuverlassiger Software sind in den verschiedenen Phasen der
Softwareentwicklung verschiedene Techniken und Methoden erforderlich [S92]. Eine dieser
Techniken ist die formale Verifikation [G81]. Damit kann Uberprift werden, ob ein gegebenes
Programm eine formale Spezifikation erfullt.

Damit ist aber noch nicht sichergestellt, dal3 das Programm den gewlinschten Anforderungen
entspricht, sondern nur, da3 es die formale Spezifikation erflllt. Es ist dann immer noch
madglich und bei nicht trivialen Problemen wahrscheinlich, dal’ das Programm die Anforde-
rungen nicht erfllt. Das liegt dann daran, dal3 die am Anfang stehenden verbalen Anforde-
rungen nicht korrekt in eine formale Spezifikation umgesetzt wurden. Dieses dulRerst schwie-
rige und zur Zeit ungeloste Problem ist nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit.

Eine Technik zur Uberpriifung der Programmkorrektheit, d.h. der Ubereinstimmung von Im-
plementierung und formaler Spezifikation, ist die Bestimmung der schwéachsten Vorbedin-
gung bzw. weakest precondition. Diese Technik |&3t sich aber nicht oder nur schwer auf alle
Programmkonstrukte anwenden. Z.B. gibt es fur Schleifen und Funktions- / Prozeduraufrufe
andere Techniken (Schleifeninvariante). Gemeinsam ist ihnen, dal3 sie sehr aufwendig und
daher fehleranfallig von Hand durchzufihren sind. Das ist ein Grund dafir, dal? die formale
Programmverifikation noch kaum verbreitet ist. Diese Techniken sind prinzipiell auf alle pro-
zeduralen Sprachen anwendbar wie C, FORTRAN, COBOL, Pascal und Ada.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dald Spezifikation und Programm gegeben sind.
Falls Spezifikation und Programm nicht Gbereinstimmen, bedeutet das, dad das Programm
nicht korrekt ist und modifiziert werden muf3.

1.2 Der Frege Program Prover FPP

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Tool FPP (Frege program prover) entwickelt, das die
Verifikation weitgehend automatisieren soll. FPP ist ein experimentelles System zur automa-
tischen Programmverifikation. FPP ermdglicht die Eingabe von einfachen Programmen in
einer Teilsprache von Ada, die um Zusicherungen erweitert wurde. Eine Beschreibung der
Arbeitsweise von FPP ist [K98]. FPP ist damit dhnlich z.B. zu Tatzelwurm [K94], KIV
[HMRS9Q], Penelope [094/1], [094/2], [O94/3], [O94/4] und NPPV (New Paltz Program
Verifier) [G97: 184-188]. Tatzelwurm und NPPV sind Verifikationssysteme fur Teilsprachen
von Pascal, Penelope ist ein Verifikationssytem fur eine Teilsprache von Ada. Tatzelwurm
und Penelope verwenden interaktive Beweiser, d.h. die Hauptlast des Beweises der Verifikati-
onsbedingungen (verification conditions VCs) hat der Benutzer zu tragen. NPPV und FPP
verwenden einen autonomen Beweiser, sind also vollautomatisch. Die Unterschiede der ein-
zelnen Systeme liegen also hauptséchlich im verwendeten Beweiser. Gemeinsam ist ihnen der
verification condition generator (VCG). Er generiert aus dem Programm mit den Zusicherun-
gen die einzelnen VCs. Ein Vergleich von NPPV und FPP ist in [KW98].

FPP besteht im Wesentlichen aus einem in Ada geschriebenen VCG und einem automatischen
Beweiser. Der VCG erstellt aus den Anweisungen des Programms und der formalen Spezifi-
kation logische Implikationen, die vom Beweiser auf Gultigkeit Gberprift werden.

Zu diesem Zweck wurden verschiedenen Beweiser daraufhin untersucht, ob und wie geeignet
sie fir diese Anwendung sind. Da das System autonom sein soll, scheidet ein interaktiver
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Beweiser aus. In einem interaktiven Beweiser leitet der Benutzer den eigentlichen Beweispro-
zeld in dem Sinne, dal3 der Benutzer entscheidet, welcher Schritt als nachster gemacht wird.
Der Beweiser fuhrt dann diesen Schritt aus und fihrt eventuell noch andere Funktionen wie
Fehlerpriifung und Protokollierung u.a. durch. Ein Beispiel fir ein solches System ist IMPS
[FGT94]. Das Referenzmodell autonomer Beweiser ist Otter von W. McCune [M94]. Dieser
Beweiser ist ein Beweiser fur Pradikatenlogik 1. Ordnung. Da er ein rein logischer Beweiser
ohne eingebaute Theorie i, ist er fir Beweise einer konkreten Theorie nicht geeignet. Ideal
ist eine Kombination von logischem Beweiser mit symbolischer und numerischer Mathema-
tik, der z.B. 3n+4n gleich in 7n mit Hilfe von Computeralgebra-Algorithmen umformen
kann, ohne einen Umweg Uber einen langwierigen und moglicherweise nicht zu bewaltigen-
den Beweis gehen zu missen (fur ein umfangreicheres Beispiel siehe auch Beweis von Lem-
ma 4.21). Als sehr geeignet hat sich Analytica von E.M. Clarke von der Carnegie Mellon
University in Pittsburgh [CZ92] erwiesen. Es ist in Mathematica [W92] geschrieben, so dal3
es sich relativ leicht dndern bzw. erganzen 14R3t. Es wurden einige Anderungen und Erweite-
rungen vorgenommen, um Analytica an die Anforderungen von FPP anzupassen. Die 3 we-
sentlichen Erweiterungen bestehen in einer Vorverarbeitung, Transformation auf Klauselform
und Anwendung von Ersetzungsregeln. Das Ergebnis ist mexana. Uber eine in C geschriebene
Schnittstelle kann mexana vom V CG aus aufgerufen werden.

Da VCs im Allgemeinen recht grof3 werden kénnen, d.h. sich Uber mehrere Zeilen erstrecken
konnen, ist fir eine lesbare Ausgabe ein Pretty-Printer erforderlich. Fir FPP wurde eigens ein
einfacher Pretty-Printer Printer fir Ausdricke mit Prafix- und Infix-Operatoren entwickelt.
Zur Ubersichtlichen Gestaltung langer Formeln bzw. Beweise gibt es einige informelle Ideen
von Lamport, die allerdings eher fir den menschlichen Benutzer gedacht sind und nicht ein-
fach zu automatisieren sind [L93], [L94]. In der funktionalen Programmierung treten auch
haufig grof3e Ausdriicke auf, diese liegen allerdings nur in Prafixform vor, weshalb man einen
Pretty-Printer fr solche Ausdriicke [H95] nicht einfach Gibernehmen kann, ebenso wenig wie
einen Pretty-Printer fir Programme [R97]. Die VCs sind Ausdriicke, die naher an den Aus-
dricken der téglichen Mathematik sind, d.h. sie enthalten Prafix- und Infix-Operatoren. Zu
den Prafixoperatoren zéhlen auch die Array-Bezeichner. Es nutzt auch nichts, die Infix-
Teilausdriicke in aquivalente Préfix-Teilausdriicke zu transformieren, den Pretty-Printer fur
Prafix-Ausdriicke darauf anzuwenden und dann zurtick zu transformieren.

FPP ist auf allen HW-Plattformen und Betriebssystemen laufféhig, auf denen Ada, C und
Mathematica existieren, damit z.B. auf Unix-Varianten und WindowsNT. Das zugrunde lie-
gende Betriebsystem sollte allerdings multitaskingfahig sein. FPP ist aul3erdem tber WWW
unter der Adresse http://wwwl.informatik.uni-jena.de/FPP/FPP-main.htm als interak-
tive Anwendung verfiigbar. Ein kleines FPP-Beispiel befindet sich in Abschnitt 3.2.4.1.

Mit FPP kann der Zeitaufwand fir die formale Programmverifikation erheblich verringert
werden und, was noch wichtiger ist, die Fehleranfalligkeit stark reduziert werden. Damit
muidte es moglich sein, die formale Programmverifikation in der industriellen Praxis und der
Lehre weiter zu verbreiten und somit einen Schritt in Richtung sichere Software zu gehen.

1.3 Aufbau der Arbeit

Das Ziel der Arbeit ist unter anderem eine moglichst weitgehende Automatisierung der Veri-
fikation. Das bedeutet, dal ale in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren rein mechanisch sind
und ohne menschliches Eingreifen durchgeftihrt werden kdnnen. Zunéchst folgt eine Eingren-
zung der Arbeit mit Erwahnung der behandelten Programmkonstrukte.

Das 2. Kapitel beinhaltet die Erlauterung der verwendeten Notationen fir Formeln, Beweise
usw. sowie grundlegende Definitionen und Sétze, soweit sie in dieser Arbeit bendtigt werden,
darunter auch die formale Definition des hier verwendeten Begriffes der Korrektheit. Dane-
ben werden bestimmte Eigenschaften der wp-Funktion nicht mit Hilfe der Pradikatenlogik,

5



1 Einleitung

sondern mit Hilfe der Mengenlehre bewiesen. Dazu werden statt Pradikaten die Mengen be-
trachtet, deren charakteristisches Pradikat sie sind. Es zeigt sich, dal3 die Beweise auf diese
Weise einfacher und kiirzer werden.

Das 3. Kapitel behandelt die Beweisregeln bzw. verification conditions (VCs) fur verschiede-
ne Programmkonstrukte. Die Semantik eines Programms wird dabei nicht durch seine
schwéchste Vorbedingung definiert, sondern auf eine eher operationelle Weise durch seine
Programmfunktion. Die wp-Regel einer Anweisung wird dann als Satz formuliert und mit
Hilfe der zu dieser Anweisung gehérenden Programmfunktion hergeleitet. Mit Hilfe der Pro-
grammfunktion ist es leichter moglich, eine verbal gegebene Semantikbeschreibung zu for-
malisieren. Neu ist hier nicht das Ergebnis, namlich die altbekannten wp-Regeln, sondern eine
einleuchtendere Weise ihrer Herleitung.

Es wird explizit die Aquivalenz der Existenz von Invariante und Terminierungsfunktion und
der totalen Korrektheit einer Schleife gezeigt. Es folgen in der Literatur bisher nicht behan-
delte VCs:

e eine explizite Typprufung bei der Zuweisung

e eine leistungsfahigere VC flr Schleifen im Kontext umgebender Anweisungen
e eine neue VC fur For-Schleifen

e eine leistungsfahigere VC flr rekursive Prozeduren

Ein besonderer Schwerpunkt bildet die Behandlung von Schleifen im 4. Kapitel. Es wird
erstmals eine Technik zur automatischen Ermittlung einer Invarianten fir For-Schleifen vor-
gestellt. Den Hauptteil bildet ein neuartiges Verfahren zur Ermittlung der schwéachsten Vor-
bedingung von Schleifen ohne Angabe von Invariante und Terminierungsfunktion.
Dawahrend der Programmentwicklung im Allgemeinen die Programme nicht der Spezifikati-
on gentgen, ist es wichtig, ein Gegenbeispiel zu finden, das zum einen die Nichtkorrektheit
explizit zeigt und zum anderen einen nitzlichen Hinweis zur Verbesserung gibt. Das ist der
Gegenstand des 5. Kapitels, die automatische Generierung eines Gegenbeispiels oder einer
falgfication condition FC zu einer nicht beweisbaren VC. Dies ist ein beziiglich Benutzer-
freundlichkeit sehr niitzlicher Teil eines automatischen Verifikationssytems.
Dabei stellt sich heraus, dal3 sich dieses Problem wie das Problem der automatischen Daten-
abhangigkeitsanalyse auf ein constraint programming problem cpp reduzieren |&3t. Daher
lassen sich gewisse Techniken aus diesem Bereich auf die Generierung von FCs anwenden,
was hier erstmals getan wurde. Als besonders geeignet haben sich in diesem Zusammenhang
die Verfahren von Pugh und Wonnacott erwiesen. Zundchst wird die nicht beweisbare VC in
ein cpp transformiert. Dann wird versucht, dieses in ein aquivalentes linear integer program-
ming problem (lipp) zu transformieren, das mit Hilfe des Q-Tests [P92] eventuell geldst wird.
Die Transformationen der FC auf ein lipp gehen im Wesentlichen auch auf verschiedene Ar-
beiten von Pugh und Wonnacott zurtick. Zudem wird gezeigt, dal3 auch eine VC in ein cpp
transformierbar ist, das aber relativ nutzlos ist, da die VC genau dann gilt, wenn das zugeho-
rige cpp keine Losung hat. Da die Losbarkeit nur partiell entscheidbar ist, kann man damit
nichts zum Beweis der V C beitragen, da man nicht mehr auf der sicheren Seiteist.
Die Kapitel 3, 4 und 5 sowie die Abschnitte 3.4.2, 3.4.3, 3.4.5 und 4.2 werden mit einem gro-
ben Uberblick eingeleitet und enthalten fir den Fall, daR es zu diesem Gebiet dhnliche Arbei-
ten gibt, einen kurzen Vergleich damit.
Einen wesentlichen Teil der Arbeit machen Beispiele aus. Diese wurden unter folgenden
Aspekten ausgewahlt:

e sehr einfache Beispiele zum ,Einstieg” in ein Verfahren

e kleinere ,,echte” Algorithmen

e Zusammenspiel verschiedener Gesichtspunkte

e exemplarisch und illustrativ fur eine grof3e Klasse von typischen Féllen



1 Einleitung

Daraus ergibt sich, dal3 Beispiele einen relativ grof3en Raum einnehmen, wie auch in allen
Bichern und andern Veroffentlichungen zum Thema Programmverifikation. Das liegt einfach
in der Natur dieses Themas.

An dieser Stelle mochte ich meinem Betreuer, Herrn Prof. Dr. Jirgen F. H. Winkler, fur viele
hilfreiche Gesprache und Anregungen danken. Nicht zu vergessen sind meine Kollegen am
Ingtitut for Informatik, insbesondere Herr Dr. Sebastian Schmidt fir seine Tips fur die C-
Programmierung und Herr Dr. Gregor Weske fur die Administration der Hard- und Software.

1.4 Eingrenzung der Arbeit

1.4.1 Programmiersprache

Als Programmiersprache wird eine Teilmenge von Ada [TD95] verwendet. Ada ist eine reali-
stische Programmiersprache, und nicht eine zum Zweck der Verifikation speziell entwickelte
Notation. Die betrachteten Datentypen sind boolean und integer sowie Teilbereichstypen
davon und darauf aufbauende Arrays und Records. Der Datentyp integer wird als endliches
Intervall der ganzen Zahlen betrachtet. Die in der Verifikation und Uberhaupt in der Pro-
grammierung haufig gemachten Annahmen integer = Z und float = R flhren zu einfa
chen, aber nicht korrekten wp-Regeln bei der Wertzuweisung [H93: 36]. z mit den 4 arithme-
tischen Grundoperationen ist eine andere algebraische Struktur als integer mit den 4 arith-
metischen Grundoperationen. Der Unterschied liegt in der der Theorie zu Grunde liegenden
Axiomenmenge. Der Unterschied zwischen integer und 2z ist noch relativ gering; er er-
schopft sich in der Endlichkeit von integer. Der Datentyp f1oat unterscheidet sich von R
nicht nur durch die Endlichkeit des Bereiches, sondern auch noch durch einige andere Merk-
male, wie z.B. verschiedene Implementierungen, Modellzahlen, Rundung, Exceptions u.&
Das liegt aul3erhalb des Bereiches der vorliegenden Arbeit. Solche Fragen werden teilweise in
[IEEES85] und [EP97] behandelt.

Die Programmverifikation beruht auf einer statischen Analyse des Programmtextes. Durch die
Verwendung von Pointern kann man dynamische Datenstrukturen erstellen, deren Analyse
zur Compilezeit sehr schwierig ist. Die wp-Regel fur die Zuweisung beruht im Wesentlichen
darauf, dal3 nur der Wert derjenigen Variable gedndert wird, die auf der linken Seite der Zu-
weisung steht. Durch die Verwendung von Pointern kann Aliasing auftreten. Dadurch kénnen
durch eine Zuweisung auch noch andere als die direkt betroffene Variable gedndert werden.
Damit ist die wp-Regel nicht mehr korrekt. Aliasing kann zwar auch bei Arrays auftreten,
aber wegen der relativ einfachen Struktur von Arrays kann man dieses Problem durch eine
Fallunterscheidung in den Griff bekommen. Es gibt wenige Ansétze zur Behandlung von
Pointern mit wp-Regeln ([B89], [LS79], [JKS97], [M93]). Gemeinsam ist ihnen eine relativ
hohe Komplexitét, Einschrénkung der dynamischen Datenstrukturen (z.B. nur einfach ver-
kettete Listen) und Einschrénkungen der Ausdrucksfahigkeit der Zusicherungen.

Diein der Arbeit betrachteten Anweisungen sind das Null-Statement, die Zuweisung zu einer
Variablen oder einem einzelnen Array- oder Record-Element, das If- und Case-Statement, die
For- und While-Schleife sowie Prozeduraufrufe.

1.4.2 Erlauterung des Problems der Programmyverifikation

Mit Hilfe zweier kleiner Beispiele soll das Problem der Programmverifikation kurz erlautert
werden und gegen die Methode der Laufzeitchecks abgegrenzt werden. Zunéchst wird der
grobe Ablauf eines Verifikationssystems verif dargestellt. Dabei wird schon auf die in Ka
pitel 5 behandelten Falsifikationsbedingungen FC zurtickgegriffen (eine kurze Erlauterung zu
FCs wurde auch schon in Abschnitt 0 gegeben).

Die Eingabe besteht aus einem Programm mit Zusicherungen.

7



1 Einleitung

function verif (P: Program with assertions) return re-
sult type is
begin
generate VCs;
if all VCs are provable
then return correct;
else generate FC;
if FC solvable
then generate counterexample;
return (not correct, counterexample) ;
else return not decidable;
end if;
end if;
end verif;

D.h., dal3 es vorkommen kann, dal3 ein Programm weder bewiesen noch widerlegt werden
kann. Das liegt einfach daran, dal’ sowohl das Verfahren zum Beweisen der VC als auch das
Verfahren zur Lésung der FC begrenzt ist.

Nun folgt eine kurze Gegenuberstellung mit Laufzeitchecks. Die Korrektheit eines Pro-
gramms soll durch Prifung der Gultigkeit von Zusicherungen sichergestellt werden.

Beispid:
X
Y

aj;
X + 1;
= a+l

N

Das Programm besteht aus den beiden Anweisungen, die Zusicherung ist die pradikatenlogi-
sche Aussage y = a+ 1. Das bedeutet, dal3 nach Ausfihrung der beiden Anweisungen immer

die Zusicherung gilt, egal, welche Werte die Programmvariablen vor Ausfihrung der Anwei-
sungen hatten.
[ ]

Zusicherungen in einem Programm kdnnen dynamisch, d.h. zur Laufzeit, oder satisch, d.h.
zur Compilezeit, gepruft werden. Die statische Priifung von Zusicherungen ist Gegenstand der
formalen Programmverifikation. Im Folgenden sollen kurz statische und dynamische Prifung
von Zusicherungen gegenlber gestellt werden und gezeigt werden, dal3 beide Ansédtze Vor-
und Nachteile haben. Die dynamische Prifung von Zusicherungen ist z.B. in Ada und C
madglich. Fir Ada gibt es das Tool Anna (annotated Ada) [L90], mit dem es unter anderem
madglich ist, Zusicherungen zu formulieren und dynamisch zu tberprifen.

Beispid:
X := a;

y =X + 1;
--| v = a+1;

Hier ist y=a+1 die Zusicherung. Anna Ubersetzt ein annotiertes Programm in ein Ada-
Programm, in dem die Annotationen durch checking functions ersetzt werden. Falls die Zusi-
cherung gilt, wird die nédchste Anweisung ausgefihrt. Falls die Zusicherung an dieser Stelle
nicht gilt, wird eine exception ausgeldst.
[ ]

Zusicherungen, die dynamisch geprift werden, kann man in C-Programmen mit dem assert-
Makro dargellen [C90: 7.2]: assert ( expression )
Beispid:

assert(l <= 1 && 1 <=n); yv = alil;
Hier ist 1<i < n eine Zusicherung. Falls die Zusicherung an dieser Stelle gilt, wird die nach-
ste Anweisung ausgefihrt. Falls die Zusicherung an dieser Stelle nicht gilt, wird eine imple-
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mentierungsabhangige Fehlermeldung auf die Standardausgabe geschrieben, z.B. asserti-
on failed: 1 <= 1 && 1 <= n, file name.c, line 543, und die abort-Funktion
aufgerufen.
[ ]

Der Vorteil des assert-Makros besteht darin, dal3 es zum Standard von C gehdrt. Anna ist ein
Zusatz zu Ada. Ingtallation und Bedienung sind relativ kompliziert. Der Vorteil von Anna
besteht in der Mé&chtigkeit der Ausdriicke in den Zusicherungen. Als expression im assert-
Makro von C sind nur C-expressions erlaubt. Anna erlaubt die Verwendung selbst definierter
Pradikate in Zusicherungen. Die Prédikate werden Uber sogenannten virtuellen Programmtext
definiert. Darlber hinaus kann man quantifizierte Ausdriicke verwenden.
Laufzeitchecks haben gegeniiber einer statischen Analyse den Vorteil, dal3 die Zusicherungen
immer ausgewertet und damit entschieden werden kénnen. Dazu werden einfach die aktuellen
Werte der Variablen in die Zusicherungen eingesetzt. Die in der statischen Analyse auftreten-
den VCs sind mathematische Aussagen, die bewiesen werden missen. Da Beweise aus ver-
schiedenen Grunden nicht immer gelingen, kann es vorkommen, dal3 ein Korrektheitsbeweis
nicht gefuhrt werden kann. Das kommt besonders dann vor, wenn die zu beweisende Aussage
Zu komplex ist.
Beispid:

- P22AX,Y,221Ap, X, Y, 2€Z

p :=p + 1;
-- X**D 4+ Yy**p # z**p

Die VC lautet (Vp,X,Y,ZPp=2AX,Y,z=21= x"" +yP" 2 zP*") | Das ist genau Fermats
Theorem, das erst vor Kurzem (relativ zur Dauer, in der Problem nicht gelost war) bewiesen
wurde [CR96]. Vermutlich ist zur Zeit kein automatischer Beweiser in der Lage, diesen Satz
Zu beweisen, so dal? die Korrektheit dieses Programms nicht automatisch nachgewiesen wer-
den kann.

[ ]
Der entscheidende Nachteil von Laufzeitchecks ist, dal3 die Zusicherungen nur fir den aktu-
ellen Zustand ausgewertet werden, d.h. man erhélt keinen Korrektheitsbewels, der sicherstellt,
dai? das Programm fur alle moglichen Anfangswerte der Spezifikation entsprechend arbeitet.
Das ist dem Testen von Programmen ahnlich. Zudem hat die Verletzung einer Zusicherung
zur Laufzeit einen Programmabbruch zur Folge, der natirrlich durch geeignete Fehlermeldun-
gen oder exception handler soweit wie mdglich abgemildert werden sollte. Laufzeitchecks
finden Fehler zur Laufzeit, Programmbeweise finden Fehler zur Compilezeit. Ein weiterer
Nachteil, der aber im Allgemeinen nicht so schwer wiegend ist, ist die geringere Geschwin-
digkeit und der erhéhte Speicherbedarf von Programmen mit Laufzeitchecks.
Es gibt Firmen, die Zusicherungen zur Erhéhung der Zuverlassigkeit ihrer Programme ver-
wenden, z.B. Microsoft [M95] in seinen C- bzw. C++-Programmen. Praxis Critical Systems
verwendet SPARK, eine Teilmenge von Ada mit Zusicherungen. Das STARS-Projekt der
USAF verwendet auch eine Teilmenge von Ada mit Zusicherungen. Darin geschriebene Pro-
gramme werden mit dem Tool Penelope, das einen interaktiven Beweiser benutzt, verifiziert
[094/1], [094/2], [094/3], [094/4]. Eine weitere Teilmenge von Ada zur Unterstiitzung der
Programmverifikation ist AVA (averifiable Ada) [SA95], [S95].
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2 Notationen und Begriffe

Die Notation von Formeln, Beweisen usw. in der vorliegenden Arbeit lehnt sich zu einem
grof3en Teil an [G90] und [DS90: 21-29] an, die auch von anderen Autoren Ubernommen
wurde, z.B. [B93] und [F93]. Der Hauptaspekt dieser Notation ist die gut lesbare, rein formale
und nicht verbale Prasentation von Beweisen. Dabei hat sich herausgestellt, daf3 durch die
Form der Beweisfihrung ein grof3er Beitrag zum Verstehen des Beweises geleistet werden
kann. Die Beweisflihrung sieht im Allgemeinen so aus:

Sei A der zu beweisende Satz.
A

= Hinweis, warum A= B

B

< Hinweis, warum C = B
C

= Hinweis, warum C gilt
true

Die Hinweise sind arithmetische oder logische Gesetze, wie z.B. De Morgan oder Distributi-
vitét, spezielle Eigenschaften von wp, wie z.B. Konjunktivitét, Verweise auf Sdtze oder
Lemmata oder einfach nur allgemeine Hinweise, wie z.B. ,Logik". Dadurch kann es zwar
vorkommen, dai3 einige Beweise langer werden, aber die Zeit zum Verstehen eines Beweises
hangt nicht von der Lénge der schriftlichen Darstellung ab, sondern von der Zeit, die der Le-
ser von einem zum néchsten Schritt braucht. So kann man einen Beweis in vielen kleinen
Schritten oft schneller verstehen, als einen Beweis mit wenigen grof3en.

Oft gelten Sétze nur unter bestimmten Voraussetzungen. Wenn es nicht von vornherein klar
ist, warum eine Voraussetzung notwendig ist, wird die Notwendigkeit der Voraussetzung
durch ein Beispiel gezeigt. Auch wenn Sétze eine Implikation und keine Aquivalenz sind,
wird, wenn es notwendig erscheint, durch ein Beispiel gezeigt, warum der Satz nur in einer
Richtung gilt. Dieses Vorgehen ist zwar im rein formalen Sinne nicht notwendig, erleichtert
aber oft das Verstandnis. Das Ende jeder abgeschlossenen Einheit (oder Block im Jargon der
Programmiersprachen) wie z.B. eines Beispiels oder Satzes wird durch ein e gekennzeichnet.
Fur verschiedene Kategorien von Text werden verschiedene Schriftarten verwendet. Neben
dem normalen Text in dieser Schriftart gibt €s programmtext in dieser Schriftart (WO-
bei reservierte Worte fett Sind) und Formeln, wie z.B. (Vil<i <n-21b(i) <b(i+1)).
In Definitionen wird der zu definierende Begriff kursiv geschrieben oder der zu definierende
Begriff wird von seiner Definition durch = bzw. = getrennt. Programmtext besteht aus An-
weisungen in Ada-Syntax und Zusicherungen in Form von Ada-Kommentaren. Mit Pro-
gramm ist eine Sequenz von Anweisungen gemeint, nicht ein vollstdndiges Programm im
Sinne von Ada. In den Zusicherungen sind mathematische Notationen zulassig, auch solche,
die nicht der Ada-Syntax gentigen.

Beispid:

Fir die Aquivalenz von Pradikaten und die semantische Aquivalenz von Programmen wird
das Zeichen = verwendet, sonst das Ubliche Zeichen =, z.B. fir arithmetische Ausdriicke und
Mengen. Die folgende Liste enthdlt die in der Arbeit verwendeten Operatoren nach Prioritét
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geordnet (Operator niedrigster Prioritédt in der obersten Zeile, Operatoren mit gleicher Prioritét
in einer Zeile):

Logische Operatoren =, &
\4
A\
Relationale Operatoren <, S, >, 2 = # Mengenoperatoren <,c,D, D
Arithmetische Operatoren  +, - )
! A\
einstelliges - ~ (Komplement)

Wenn es notwendig erscheint, werden flr eine bessere Lesbarkeit Teilausdriicke explizit ge-
klammert, auch wenn die Klammerung wegen der Prioritét der Operatoren Uberfllissig ist.
[ ]

Zu jedem bindren und assoziativen Operator o gibt es einen Quantor O [C090: 45-59]. Quanti-
fizierte Ausdriicke werden so dargestellt: (O v:P(v): E(v)). Dabei ist v eine Liste von Varia-
blen, P ein Prédikat Uber diesen Variablen und E ein Ausdruck Uber v, dessen Typ von O ab-
hangt. P wird im Allgemeinen dazu verwendet, eine Einschrankung oder einen Bereich der
betrachteten Variablen anzugeben. P = true bedeutet keine Einschrankung, P = false bedeu-
tet Quantifizierung Uber den leeren Bereich. In diesem Fall ist der quantifizierte Ausdruck
gleich bzw. aquivalent dem neutralen Element n(o) des zugrunde liegenden Operators o, aso
(Ov: false E(v)) = n(0). Zu folgenden Operatoren werden Quantoren verwendet:

Operator | Quantor | Alternative Schreibweise | Neutrales Element n(o) | TypvonE

+ h2 Sum 0 Arithmetisch
. I1 Prod 1 Arithmetisch
Min Min maxint Arithmetisch
Max Max minint Arithmetisch
A A Forall True Logisch

v 3 Exists False Logisch

N N I ntersection 1%} Menge

) ) Union %) Menge

Da in realen Programmen alle ganzen Zahlenbereiche endlich sind, gibt es immer gréfite und

kleinste ganze Zahlen, maxint und minint.

AuRerdem gilt (Vv: P(v):E(V)) = (Vv: P(v) = E(v)) und (Av: P(v): E(V)) = Av: P(V) A E(V)).

Lemma 2.1 (O-split) [Co90: 47]:

(TR AR} ={i [P} A {i RO} A{i R} =D=
(O V:P(V):E(V)) =(OV:P(V):E(V)) 0 (OV: B, (V):E(V)) .

Bemerkung: Flr die idempotenten Operatoren A, v, N, U, min und max ist die 2. Vorausset-

zung des Lemmas (die Bereiche missen disjunkt sein) nicht notwendig.
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2.1 Grundlegende Definitionen und Satze

Im Folgenden ist v eine Variable, e ein beliebiger Ausdruck, S ein Programm sowie P und R
pradikatenlogische Ausdriicke. Alle in P frei vorkommenden Variablen werden durch den
everywhere-Operator [ P] [DS90: 8-10] allquantifiziert.

Definition 2.2: Free(e) ist die Menge der freien Variablen im Ausdruck e und Var(S) die
Menge der Programmvariablen.

Bemerkung: auf eine formale, induktive Definition von frei wird hier verzichtet, siehe z.B.
[G81: 76-77].

Definition 2.3 (Transparenz) [BMW89]: Sei Sein Programm und ve Var(S) . Dann bedeu-
tet trans(S,v) : Sist transparent fur v, d.h. v wird von Snicht veréndert.

Bemerkung: Fir Ada bedeutet das, dal3 v nicht auf der linken Seite einer Wertzuweisung oder
als out- oder in out-Parameter verwendet werden darf. Damit sind auch Anweisungsfolgen
wie v := v + 1; v := v - 1 ausgeschlossen. Aul3erdem darf v nicht durch Seiteneffekte
verandert werden. Somit ist die Transparenz eine rein syntaktische bzw. textuelle Eigenschaft.
Daraus ergibt sich
Lemma 2.4: trans(S1; S2,v) = trans(SL,v) A trans(S2,v) .

[ ]

Die folgenden 4 Substitutionsregeln sind fur den Beweiser sehr wichtig. Durch sie ist es mog-
lich, die Anzahl der Variablen in einem zu beweisenden Satz oder einem Teil davon zu ver-
ringern, moglicherweise auf Kosten eines komplizierteren Ausdrucks. Aber im Allgemeinen
hangt der Aufwand eines automatischen Beweises zum gréfdten Teil von der Anzahl der Va
riablen ab.

Lemma 2.5 (Substitution) [DS90: 119]: Esqilt [v=eA P=v=eaA P,].
Lemma 2.6 (One-point rule) [DS90: 66]: Fur ve Freg(e) gilt [(Vv.v=eP)=P/].
Lemma 2.7 (One-point rule) [BMW89]: Fir ve Freg(e) gilt [(v.iv=eP)=PR,].
Lemma 2.8 (Substitution): Sei ve Var(e) . Danngilt [([Vv:PAv=e= R) = (P, = R))].
Beweis:

(VWW:PAv=e=R)

= shuffle (Lemma 2.10)
(VW:v=e=-PVR)

(VWwv:v=e:=PVvR)
= One-point rule
=PvR):
=Lemma2.9

—-P/ Vv R}

= Logik

(R =R)
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Lemma 2.9 [DS90: 116]: Fir einen Operator f und Ausdriicke g,,...,€e, ,e gilt:

f(e,....e)e=1f(e;,....e.) .

Bemerkung: In mathematischen Aussagen mit freien Variablen spielt die Reihenfolge der
Operationen Substitution von Variablen durch Ausdriicke und Anwendung mathematischer /
logischer Gesetze keine Rolle, da alle Variablen mit gleichem Namen den gleichen Wert re-
prasentieren (referentielle Transparenz). Dies gilt jedoch nicht fir die Funktionen wp und LP,
die spater definiert werden, da es in Formeln, die wp bzw. LP enthalten, vorkommen kann,
dal3 ein Variablenname unterschiedliche Werte reprasentiert. Im néchsten Kapitel wird ge-
zeigt, unter welchen Voraussetzungen dieses Lemma auch fir die Funktion wp gilt (Lemmata
3.18 und 3.19 (Substitutionslemma fur wp)).

Esfolgen einige haufig vorkommende Transformationen, fir die esin der Literatur keine weit
verbreiteten Namen gibt, wie z.B. Kommutativitét oder De Morgan.
Lemma 2.10 (shuffle) [C090: 39]: (a=bvc)=(ar—-Cc=Db).

Lemma 2.11 (portation) [H93: 230]: (a= (b=<c))=(anb=¢C).
Lemma 2.12 (Substitutiondemma): Seien P ein Pradikat, x und y verschiedene Variablen
und eund f Ausdriicke. Dann gilt [x=eAny=f = (RS)} = P}’

el f"
Beweis:
[Xx=eary=f = (R = Pe?‘;

= Logik
[x=ery=1f=(R)} = PR = (R)7)]

!, f ef f
= Logik
[x=ery=1f=(R) =P )lrlx=ery=1f= (R = (R)7)]

el f
= Portation
[x=eay=fA(R)] = Pe?‘; Alx=eay=f /\Pe?’; = (P))Y]
= mehrfache Substitution
[X=eary=fAP=x=¢e/ Ay=f AP]A[x=eary=f Ax=e] AP=x=eay="f AP]
= Logik
[Xx=eay=f AP = x=¢/]atrue
= Subgtitution
[(x=e)Y Ay=Tf AP’ = x=¢f]
=Lemma2.9
[X{ =el Ay=f AP = x=¢]]
= x und y verschieden

[X=el Ay="f AP/ = x=¢]]
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= Logik

true
°

Bemerkung:
1. Lemma4.4.8 aus[G81: 81] ist ein Spezialfall davon.
2. Die Bedingung, dal3 x und y verschiedene Variablen sein missen, ist schon aus rein
syntaktischen Griinden notwendig. Denn wie soll in einem Ausdruck die gleiche Va-

riable gleichzeitig durch 2 moglicherweise verschiedene Ausdriicke ersetzt werden?
[ ]

Lemma 2.13 (case analysis):
[F@il<i<nb)]= ([a= (Jil<i<nb Ac)] <[(Vil<i<naab =c)]).
Beweis:
[@i:1<i<n:b)]=(a=Fi:1<i<n:b Ac)]<[(Vi:l<i<n:aab =c)])
= 2 X portation
[@i:1<i<n:b)]A[(Vi:l<i<n:iaab =c)aral=[Fi:1<i<n:b Ac)]
< Logik
[@i:1<i<n:b)a(Vi:l<i<n:aab =c)ra=3Fi:1<i<n:b Ac)]
= gebundene Umbenennung, Skolemisierung
[(Vi:l<j<nab A(Vi:l<i<n:iaab =c)ara=Ji:l<i<n:b Ag))]
=mit i = j
[(Vi:1<j<nab; A(Vi:l<i<n:iaab =c¢)ra=1<j<nab; Ac))]
= Logik, modus ponens
[(Vi:1<j<nab; A(Vi:l<i<n:b =c¢)ra=c))]
< Logik
[(Vi:1<j<nab; anc, =c)]
= Logik

true
°

Bemerkung: Diese Transformation ist nur anwendbar, wenn einer der Félle b, nach denen
die Fallunterscheidung durchgefiihrt wird, gilt. Formeln dieser Form treten bei der Berech-
nung der schwéachsten Vorbedingung des Case-Statements auf. In Ada ist die obige Voraus-
setzung immer erflllt. Es folgt je ein Beispiel fur die Notwendigkeit der Voraussetzung und
die Nicht-Aquivalenz.

Beispiel (Notwendigkeit der Voraussetzung):
Die Voraussetzung wird von [x > 0v x < Q] nicht erflllt. Daher gilt auch nicht

[x=a= Xx>0AXx=|lajx<0A-x=|a]]
=
[(x=aAax>0= x=la))A(Xx=aAx<0= -x=|a])]
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firx=a=0.
[ ]

Beispiel (Nicht-Aquivalenz):
Die Voraussetzung wird durch [x > 0v x < 0v x = 1] erflllt, aber die beiden Prédikate
[x=a=x>20AXx=|lajyx<0A-X=lavXx=1Ar-X=2a]
und
[(x=aAax20= x=la)A(Xx=aAx<0=-x=la)A(X=aArXx=1= —x=a)]

sind nicht aquivalent, z.B. fir x=a=1
[ ]

Ein héufiger Spezialfall der letzten Regel ist das If-Statement. Dabei ist n=2 mit b, = =b,.

Dann gilt sogar Aquivalenz.
Lemma 2.14 (caseanalyss): (a=bacv—-bad)=((arb=c)a(ar—b=d)).

Beweis:

(arb=c)a(arn—-b=d)

= Logik

(—mav—-bvc)a(-avbvd)

= Logik
—av—-aAsbv-aandv—-aar—-bv-badv-aacvbacvdac
= Logik

—av-badvbacvdac

= Logik

a=>-badvbacvdac

= v-Subsumierung (d Ac= —-bAadvbac)

a=—-badvbac
[ ]
Diese Transformationsregeln werden so angewendet, dal3 die linke Seite durch die rechte
Seite ersetzt wird. Die Ersetzungen sind in mexana implementiert und sind Teil der Transfor-
mation einer Formel in eine Konjunktion von Klauseln.

2.2 Relationale Semantik

Zwei wesentliche Aspekte von Programmiersprachen sind Syntax und Semantik. Die Syntax
beschreibt das Aussehen oder den Aufbau eines Programmes in der Programmiersprache. Die
Semantik beschreibt die Bedeutung oder die Wirkung des Programmes, d.h. was das Pro-
gramm macht. Die Syntax einer Programmiersprache wird im Allgemeinen durch eine kon-
textfreie Grammatik formal beschrieben [TS87: 38], [TD95: 479-502]. Fir die formale Be-
schreibung der Semantik gibt esim Wesentlichen 3 Mdglichkeiten [W93]:

e Operationelle Semantik
¢ Denotationelle Semantik
¢ Relationale Semantik oder axiomatische Semantik

Die operationelle Semantik beschreibt die Wirkung eines Programmes durch einen seman-
tisch aguivalenten Ausdruck in einer anderen formalen Sprache, also durch die Operationen in
einer anderen Sprache, diurch die dieses Programm ausgefuhrt werden kann. Das kann eine
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2 Notationen und Begriffe

andere konkrete Programmiersprache sein oder die Sprache einer abstrakten Maschine wie
eine Zwischensprache. Diese Methode der Semantikbeschreibung wird z.B. bei der Codege-
nerierung im Compilerbau verwendet oder zur Beschreibung der Wirkung von bestimmten
Konstrukten einer Programmiersprache [1SO90: 6.8.3.9].

Die denotationale Semantik beschreibt die Wirkung eines Programmes oder Ausdrucks durch
eine partielle Semantikfunktion [W93: 56]. Die Semantikfunktion A fur Ausdriicke bildet von
der Menge der Ausdriicke Exp und Zusténde Z in die Menge W der Werte des entsprechenden
Ausdrucks ab, A:ExpxZ —W. Die Semantikfunktion P fir Programme bildet von der

Menge der Anweisungen C und Zusténde Z in die Menge der Folgezustéande Z ab. Diese Me-
thode der Semantikbeschreibung findet z.B. bei funktionalen Programmiersprachen Anwen-
dung.

2.2.1 Programmzusténde

Wie Uberzeuge ich mich selbst oder jemand anderen, dal3 ein von mir geschriebenes Pro-
gramm auch das tut, was es soll? Zunachst mul3 genau festgelegt werden, was das Programm
tun soll, d.h. die Semantik oder Wirkung des Programms muf3 genau festgelegt werden. Das
ist die Programmespezifikation. Sie ist im Allgemeinen verbal bzw. in natlrlicher Sprache ab-
gefalét. Da natirliche Sprache im Allgemeinen nicht eindeutig bzw. miRverstandlich i, ist sie
fur die formale Spezifikation nicht gut geeignet. Aus diesem Grund wird eine formale Be-
schreibung der Semantik benétigt. Hat man eine formale Spezifikation, kann man mit forma
len, mathematischen Mitteln prifen, ob das gegebene Programm die Spezifikation erflllt.
Wenn ja, nennt man das Programm korrekt. Die verbale Aussage ,,das Programm ist korrekt"
wird dabei in eine mathematische Aussage transformiert, die zu beweisen versucht wird. Der
Beweis kann, wie alle mathematischen Beweise, von einem Menschen, einer Maschine oder
einer Kombination von beiden durchgeftinrt werden. Dabei bestehen natlrlich alle bekannten
Schwierigkeiten des Beweisens. FUr eine genauere Beschreibung der relationalen Semantik
werden zunéchst einige Definitionen bendtigt.

Definition 2.15 (Zustand): V={v,..., o}, =1, sei die Menge der Programmvariablen, im
Folgenden Variablen. ws,..., W, seien die entsprechenden Wertebereiche, die durch die Typen
der Variablen gegeben sind, wobei die w, nicht leer und endlich sind. Ein Programmzustand,

im Folgenden Zustand, ist eine Funktion s von der Menge der Programmvariablen V in die
Menge ihrer moglichen Werte

W=UJw s:V-oW; sv)ew,
i=1
Es wird vereinbart, dal3 der Zustand einer Variablen erst nach einer expliziten Zuweisung de-

finiert ist.
[ ]

Beispid:
subtype tl is natural range -10 .. 10;
type t2 is array(l .. 10) of t1;
x1: boolean;
xX2: tl := 0;
a: t2 := (-2, 0, 3, -1, 5, -6, 1, 0, 10, 1);

s(x1) ist undefiniert,
s(x2) =0, s(a) ={(1,-2),(2,0),(3.3),(4,-2),(5,5),(6,-6),(7.D),(8,0),(9,10),(101)} .

Bemerkung: a ist ein Array, mathematisch eine Funktion, weshalb der Wert von a auch eine
Funktion ist, deren Wert durch die Menge ihrer Paare angegeben wird.
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2 Notationen und Begriffe

Wenn man die n Variablen total ordnet, was immer mdglich ist, kann man einen Zustand
durch Angabe eines n-Tupels beschreiben.

Definition 2.16 (Zustandsmenge): Die Menge aller moglichen Zustande wird als Zustands-
menge Z bezeichnet. Es gilt

Vi
1IZE]TIw 121,
i=1

Der Tupel-Schreibweise flr einen Zustand entspricht eine Menge von Tupeln fir eine Zu-
standsmenge.

Beispid: (Angabe der Zustandsmenge als Menge von Paaren)

subtype t is natural range 0 .. 2;
Xx: t := readint;

b: boolean := readint < 0;

- = ZM —

{(0o, false), (0, true), (1, false), (1, true), (2, false), (2,
true) }
°

Definition 2.17 (Charakteristisches Pradikat) [B95: 33]: Sel Z sie Menge aller méglichen
Zustdnde und XcZ.
Dann heif3t das durch (Vse Z:C(X)(s) = se X) beschriebene Pradikat C(X) das charakte-

ristische Pradikat der Zustandsmenge X.
Dabei ist fiir ein Pradikat P und einen Zustand s P(s):= Py -

Beispid:
subtype t is natural range 0 .. 2;
x1l, x2: t := readint;
if x1 < x2
-- 2ZM = {(0,1),(0,2),(1,2)}; C(ZM) = 0 £ x1 < x2 < 2
then ...

Lemma 2.18 [B95: 33]: Sei PSdie Menge aller Aquivalenzklassen von Pradikaten.
Die Funktion C: 2°— PSist bijektiv.

Satz 2.19 (Aquivalenz von Zustandsmengen und Préadikaten) [B95: 33]:
Die beiden vollstandigen Verbande (22,1, ,3,Z) und (PS,=,A,v,—, falsetrue) sind
Uber die Funktion C isomorph.

[ ]
Auf Grund dieser Aquivalenz spielt es theoretisch keine Rolle, ob man Zustandsmengen oder
ihre charakteristischen Pradikate verwendet. Fir die praktische Verwendung, d.h. die Anwen-
dung auf konkrete Programme, in Zusammenhang mit einem automatischen oder auch
menschlichen Beweiser ist die Verwendung von Prédikaten jedoch vorteilhafter. Fur abstrakte
Betrachtungen der Theorie ist die Verwendung von Zustandsmengen vorteilhafter, siehe z.B.
Satz 2.31 und Abschnitt 2.3. Grob gesprochen kann man sagen, dal3 fir Aussagen Uber wp die
Verwendung von Zustandsmengen vorteilhafter ist und fir Aussagen mit wp die Verwendung
der charakteristischen Pradikate, wie es auch in [B95: 78] formuliert ist.

Lemma 2.20: Da C hijektiv ist, gibt es eine Umkehrfunktion C*, die jedem Pradikat P eine
Zustandsmenge X c Z zuordnet, so dai3 gilt C™*(P) = X = (Vse Z:se X = P(9)).
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2 Notationen und Begriffe

Definition 2.21 (Zusicherung): Zustandsmengen beschreibende Prédikate in einem Pro-
gramm heil3en Zusicherung. Ein Programm mit Zusicherungen heif3t annotiert. Die Zusiche-
rung unmittelbar vor einer Anweisung heif3t Vorbedingung (precondition), die Zusicherung
nach einer Anweisung heif3t Nachbedingung (postcondition).
[ ]
Die relationale Semantik [B95: 56] beschreibt die Wirkung eines Programms durch den Zu-
stand vor Ausfiihrung (Vorbedingung) und den Zustand nach Ausfuhrung (Nachbedingung)
des Programms, d.h. durch die durch das Programm bewirkte Zustandsanderung. Die Zu-
standsanderung eines Programms wird auf die Zustandsanderungen der einfachen Anweisun-
gen zurlckgefuhrt. Die durch die einfachen Anweisungen bewirkten Zustandsanderungen
definieren die Semantik der einfachen Anweisungen. Die Wirkung eines Programms wird
dann auf Grund von Deduktionsregeln [G81] hergeleitet. Diese relationale Semantik wird bei
der formalen Programmverifikation und damit in der vorliegenden Arbeit verwendet.
Beispid:
X, Yy, m: integer := readint;
-- X, ¥y, m € integer
if x>y then
-- X, ¥y, m € integer A X > y
m := X;
-- X, ¥y, m € integer Am = X A X > VY
else
-- X, ¥y, m € integer A x £y
m :=Yy;
-- X, ¥y, m € integer Am =y A X <y
end if;
-- X, ¥y, m € integer A m
-- X, ¥y, m € integer A m
[ ]

XAMZ2Y A (mM=xvm=y) =
max (x, y);

n v

2.2.2 Korrektheit

Nach der formalen Definition der Semantik ist es moglich, die Korrektheit eines Programms
und die semantische Aquivalenz formal zu definieren. Ein Programm ist dann korrekt, wenn
estut, was estun soll. Was es tun soll, ist die Spezifikation des Programms. In der relationalen
Semantik besteht eine Spezifikation aus einer Vor- und einer Nachbedingung. Man kann also
nur von Korrektheit eines Programms bezlglich einer Spezifikation sprechen. Das Programm
ist dann korrekt, wenn es in einem Zustand startet, der die Vorbedingung erflillt und in einem
Zustand endet, der die Nachbedingung erfullt. (Hier wird implizit davon ausgegangen, dal3 zur
Korrektheit auch die Terminierung gehort, das nennt man totale Korrektheit, im Gegensatz
zur partiellen Korrektheit, womit gemeint ist: falls das Programm terminiert, dann in einem
Zustand, der die Nachbedingung erfillt [DS90: 129]).

Dazu ermittelt man die grofite Menge LP (largest preset) [W96] von Anfangszusténden, die
garantieren, dal3 nach Start des Programms in einem dieser Anfangszusténde das Programm in
einem Zustand endet, der die Nachbedingung erflllt. FUr die Definition von LP benétigt man
noch die Programmfunktion f, eines Programms P [W96], [MM96]. (In [MM96] wird ahn-

lich wie in [W96] ein relationales Modell eines Programms verwendet, jedoch mit einem an-
deren Ziel, das fur die vorliegende Arbeit nicht von Bedeutung ist). Diese Funktion ordnet
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jedem Anfangszustand digjenige Menge von Endzustanden zu, in denen sich das Programm
nach Terminierung befinden kann. Nichtdeterministische Programme kdnnen nach Start in
einem bestimmten Anfangszustand in verschiedenen Zustanden enden, daher ist der Wert von
f, eine Zustandsmenge. Deterministische Programme enden nach Start in einem bestimmten
Anfangszustand immer im gleichen Zustand. Nicht alle Programme, die in einem definierten
Anfangszustand gestartet werden, terminieren. Nicht alle Programme, die in einem definierten
Anfangszustand gestartet werden, erreichen einen definierten Endzustand (z.B. bei Division
durch 0). Daher konnte man zunachst f, als partielle Funktion definieren, die nur auf den
Zustanden definiert ist, die das Programm in einem definierten Zustand terminieren lassen.
Dieser Ansatz hat aber 2 Nachteile:

1. Ein Programm kann in jedem definierten Zustand gestartet werden; man kann nicht
von vornherein ausschlief3en, dal3 es in einem Zustand gestartet wird, der zu einer
Endlosschleife oder einem undefinierten Ausdruck fuhrt. So ist z.B. in der Mathe-
meatik die Division definiert als Funktion\ : R X R \ {0} ~ R. Trotzdem kann man
auf jedem normalen Taschenrechner 5/ 0 eingeben. Das Ergebnis ist dann so etwas
wie ERROR.

2. Dieser Punkt greift auf die LP- bzw. wp-Funktion zuriick, die formal erst durch die
Definitionen 2.24 und 2.26 eingefihrt werden. Wenn man ein nicht terminierendes
Programm oder ein in einem undefinierten Zustand terminierendes Programm da
durch charakterisieren wirde, dal3 das Ergebnis der Programmfunktion die leere
Menge ist, hdtte man wp(P,true) = true unabhangig davon, ob P terminiert oder
nicht. (Beweis. wp(P,true) entspricht LP(P,Z). LP(P,Z):={se Z:f,(s) c Z}.
Nach Definition ware immer f,(s) < Z. Bei nicht terminierenden Programmen wére
fo(99=0 und die Teilmengenbeziechung ware auch erflllt. Damit ware
LP(P,Z) ={sse Z} = Z.). Auch das law of the excluded miracle (Satz 2.38) wirde
dann nicht gelten. Denn dann gabe es Anfangszustande, die zu keinem definierten
Endzustand fuhren wirden, z.B. solche, die zu einer Endlosschleife fihren. Siehe
auch die Bemerkung zu Satz 2.38.

Diese beiden Nachteile werden dadurch behoben, dal3 man f, as totale Funktion in die
Menge der Zustande, erweitert um einen undefinierten Zustand L, definiert. Die Menge der

Endzustande eines nicht terminierenden oder in einem undefinierten Zustand terminierenden
Programms enthélt dann L.

Definition 2.22 (Programmfunktion) [W86]: Der undefinierte Zustand heildt 1, 1¢Z,
Z :=Zu{l}. Die Funktion f.:Z+> 2% ordnet jedem Zustand s e Z die Menge aler Zu-
stande f,(S) zu, in denen sich das Programm P nach Start in s befinden kann. Da f, tota
ist, gilt (Vse Z: f,(s) # D). Programme mit der Eigenschaft (Vse Z:|f,(s)|=1) heilken de-
terministisch. Fir nicht terminierende oder in einem undefinierten Zustand terminierende
Programme gilt (3se Z: L e f,(9)).

[ ]
Bemerkung zum letzten Satz der Definition: Der Existenzquantor wird verwendet, weil ein
Programm schon dann als nicht terminierend oder in einem undefinierten Zustand terminie-
rend bezeichnet wird, wenn es einen Zustand mit dieser Wirkung gibt.
Nichtdeterministische Programme kdnnen vom selben Anfangszustand aus in einem definier-
ten Zustand enden oder in einem undefinierten oder in einer Endlosschleife. Schon wenn so
eine Moglichkeit besteht, wird es als nicht terminierend oder in einem undefinierten Zustand
terminierend bezeichnet. Daher wird in der Definition L e f,(s) und nicht f,(s)={1}

verwendet. Zu implizitem Nichtdeterminismus siehe auch die Bemerkung zu Satz 2.35.
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Es wird nicht zwischen nicht terminierend und in einem undefinierten Zustand terminierend

unterschieden. Falls diese Unterscheidung gebraucht wird, kann sie leicht eingefiigt werden.
[ ]

Definition 2.23 (Normal terminierend): Ein Programm P heif3t normal terminierend, wenn
(VsezZ:L e f,(9) qilt.

Definition 2.24 (largest preset) [W86]: Die Menge aller Anfangszustande s, die nach
Ausfihrung des Programms P in einen Zustand aus N c Z, flhren, heif3t largest preset

LP(P, N) des Programms P und des EndzustandesN. LP(P,N):={se Z:f,(s) = N} .

Satz 2.25 [W86]: LP(P,N) ist die grofite Menge mit der eben definierten Eigenschaft.

Definition 2.26 (weakest precondition): Das charakteristische Prédikat C(LP) deslargest
preset eines Programms S und einer Nachbedingung N heif3t weakest precondition von Sund

N, wp(S, N):= C(LP(S,C*(N))).

Definition 2.27 (Korrektheit): Ein Programm Sist beztiglich einer Spezifikation (V, N),
(V,N) e 2% x 2%, genau dann korrekt, wenn V c LP(S,N).

[ ]
Bemerkung: Jedes korrekte Programm soll in einem definierten Zustand terminieren, d.h. fir
eine Nachbedingung N gilt nie L. e N . Daher (V,N)e 2% x2% und nicht (V,N)e 2% x2% .

Satz 2.28 (K orrektheit): Ein Programm Sist bezlglich einer Spezifikation (V, N),
V,N e Rp(PS), genau dann korrekt, wenn [V = wp(S,N)]. (Rp(PS) ist eine Menge von

Reprasentanten von PS; damit sind V und N Prédikate.)

Beweis:

=

Ein Programm Sist beztiglich einer Spezifikation (V, N), V, N e Rp(PS) , korrekt
= Aquivalenz von Zustandsmengen und Pradikaten

Ein Programm S ist beziiglich einer Spezifikation ((C*(V),C*(N)),C™*(V),C*(N) e 2%,
korrekt

= Definition Korrektheit und xe 2" = xc M
C™(V) c LP(S,C™(N))

= Aquivalenz von Zustandsmengen und Pradikaten
[C(C™(V)) = C(LP(S,C(N)))]

= Lemma 2.20, Definition wp

[V = wp(S,N)]

&
[V = wp(S,N)]
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= Logik

[V Awp(S,N) =V]

= Definition wp

[V AC(LP(S,C™(N)))=V]

= Leibniz

C™(V AC(LP(S,C(N))))=C'(V)
= |somorphie

CH(V)NCC(LP(S,C*(N))) =C™(V)
=LemmaZ2.20
C*(V)NLP(S,C(N))=C™(V)

= Mengenlehre
C*(V) c LP(S,C*(N))
= Definition Korrektheit und xe 2" =xc M

Ein Programm S ist beziiglich einer Spezifikation ((C™(V),C™*(N)),C™*(V),C™*(N) c 2%,
korrekt

= Aquivalenz von Zustandsmengen und Pradikaten
Ein Programm Sist beztiglich einer Spezifikation (V, N), V, N e Rp(PS) , korrekt

2.2.3 Semantische Aquivalenz

2 Programme S1 und & sind genau dann semantisch aquivalent S1= S2, wenn sie dieselbe
Wirkung haben. Diese intuitive Definition kann man nun mit Hilfe der relationalen Semantik
formalisieren. Wenn eine Anweisung eine beliebige Spezifikation (V, N) erfullt, dann auch die
andere Anweisung und umgekehrt. Da es hier um beliebige Spezifikationen geht, miissen V
und N allquantifiziert werden.

Bemerkung:
-- true -- true
X := 1; und X 1= 2;
-- x>0 -- x>0

gelten. Beide Anweisungen erfillen also die eine gleiche Spezifikation, haben aber offen-
sichtlich nicht die gleiche Wirkung. Es reicht also nicht aus, dal3 es eine Spezifikation gibt,
die von beiden Anweisungen erfllt wird.

[ ]

Damit hat man

Definition 2.29: Zwei Anweisungen S und & sind genau dann semantisch aquivalent
Sl= S22, wenn

@
1l
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Der folgende Satz sagt aus, daR die semantische Aquivalenz gleichbedeutend mit der Aqui-
valenz der schwéchsten Vorbedingungen ist. Damit wird der Nachweis der semantischen
Aquivalenz zweier Programme erleichtert. Der Grund dafiir, warum die semantische Aquiva-
lenz nicht gleich durch den folgenden Satz definiert wird, ist der, dal3 Definition 2.29 dem
intuitiven Verstandnis von semantischer Aquivalenz naher kommt. Fiir den Beweis des Satzes
werden Zustandsmengen statt ihrer charakteristischen Pradikate verwendet. Zuvor bendtigt
man

Lemma 2.30: (VB,D:(VA:AcB= AcD)=BcD).

Satz 2.31: Die semantische Aquivalenz ist aquivalent zu
[(VN:wWp(SLN) =wp(S2,N)]) .
Beweis: zu zeigen ist
[(VV,N:(V = wp(SLN)) = (V = wp(S2,N)))] = [(VN : wp(SLN) = wp(S2,N))] .

[(VV,N: (V= wp(SLN)) = (V = wp(S2,N)))] = [(VN : wp(SLN) = wp(S2,N))]
= Definition wp

[(VV,N:C(V) c LP(SLCT(N))=C™(V) c LP(S2,C(N)))] =
[(VN: LP(SLC™(N)) = LP(S2,C*(N)))]

=mit A:=C*(V),B:=LP(SLC*(N)),D = LP(S2,C*(N))
[(VAB,D:(AcB=AcD)=B=D)]

= Logik

[(VAB,D:(AcB= AcD)A(Ac D= Ac B)=B=D)]
=Lemma 2.30

[(VB,D:BcDADcB=B=D)]

= Mengenlehre

true

[ ]
Um also zu zeigen, dal’ zwei Anweisungen die gleiche Wirkung haben, mufd man zeigen, dal3
ihre schwéchsten Vorbedingungen fur alle Nachbedingungen aquivalent sind. Mit dieser for-
malen Definition kann man intuitive Behauptungen wie ,,das sient man ja, dal3 das gleich ist”
beweisen oder widerlegen. Aul3erdem hat man ein Mittel, solche Beweise zu automatisieren,
denn was sich formalisieren [&3t, [aRt sich auch automatisieren, zumindest im Prinzip.

2.3 Eigenschaften von wp

Fur das weitere Vorgehen werden einige Eigenschaften der Funktion wp benétigt. Diese sind
in [G81] informell (mehr oder weniger durch intuitives Einsehen) und in [DS90] rein formal
mit Hilfe der Prédikatenlogik bewiesen. Diese Beweise sind allerdings relativ langwierig. In
diesem Abschnitt werden diese grundlegenden Eigenschaften mit Hilfe der auf Zustandsmen-
gen operierenden Funktion LP gezeigt, wobei sich herausstellt, dal? die Beweise wesentlich
kirzer und verstéandlicher werden [W96], [B95: 78]. Im Folgenden werden alle Aussagen tiber
Wp in aquivalente Aussagen Uber LP transformiert, analog zum Beweis von Satz 2.28, ohne
dai diese Transformation jedesmal explizit durchgefihrt wird. Die Aussagen werden mit wp
formuliert, weil sie in dieser Form spéter benutzt werden.
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Satz 2.32 (Konjunktivitat) [W96]: [wp(P,N A M) = wp(P,N) A wp(P, M)].
Beweis: zu zeigenist LP(P,Nn M) = LP(P,N)n LP(P,M).

LP(P,Nn M)

= Definition LP

{sezZ:f,(s9)c Nn M}

= Mengenlehre

{sezZ:f (99 NA f (5 = M}

= Mengenlehre

{seZ:f,(s) c N} n{se Z: f,(s) c M}

= Definition LP

LP(P,N)nLP(P,M)

[ ]
Bemerkung: der Vorteil dieser Beweisfuhrung liegt darin, dal3 N, M und f(s) Mengen sind.

Dadurch kann man elementare Mengenlehre anwenden, ohne sich Gedanken Uber die Bedeu-
tung der Mengen oder Programmablaufe machen zu missen. Der Beweis ist kurz, einfach und
formal.

.
Satz 2.33 (Monotonie) [W96]: [N = M] = [wp(P,N) = wp(P, M)].
Beweis: zu zeigenist Nc M = LP(P,N) c LP(P,M).

NcM

= Mengenlehre

NNM=N

= Leibniz

LP(P,Nn M) = LP(P,N)

= Konjunktivitét

LP(P,N)n LP(P,M) = LP(P,N)

= Mengenlehre

LP(P,N) c LP(P,M)

Bemerkung: In[Co90: 85] ist dieser Satz folgendermal3en dargestellt [W96/1]:
(N= M) = (wp(P,N) = wp(P, M)).

Da hier Prédikate mit freien Variablen verwendet werden, und nach Konvention alle freien
Variablen allquantifiziert sind, ist der Satz mit dem everywhere-Operator s0 zu lesen:
[(N= M) = (wp(P,N) = wp(P,M))]. Dann ist er aber nicht mehr gultig, z.B. fir
N =true, M =x=1P=x=x+1 ergibt sich [x=1= x=0]. An diesem Beispiel sieht man
einen weiteren Vortell in der Verwendung von Zustandsmengen. Sie enthalten keine freien
Variablen, und bei der Rucktransformation in Pradikate gibt es keine Missverstandnisse Uber

die Platzierung des everywhere-Operators bzw. der Klammerung.
[ ]
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Satz 2.34 (schwache Digunktivitat) [W96]: [wp(P,N v M) < wp(P,N) vwp(P,M)].
Beweis: zu zeigen it LP(P,NuU M) o LP(P,N)uU LP(P, M).
LP(P,NuU M)

= Definition LP

{sezZ:f,(s9)c Nu M}

D Mengenlehre

{sezZ:f, (99 Nv f (9 < M}

= Mengenlehre

{seZ:f,(s) c N} u{se Z: f,(s) = M}
= Definition LP

LP(P,N) U LP(P,M)

Bemerkung: Disjunktivitét ist nicht analog zu Konjunktivitét. Die Digjunktivitét ist nur eine
Implikation und keine Aquivalenz. Auf diesen Unterschied kommt man auch hier rein formal
mit elementarer Mengenlehre: (VMengen A B,C: Ac BUC«< AcBv AcO).

Aquivalenz gilt nur, wenn |Al<1 oder Bc CvCc B.

Satz 2.35 (Starke Digunktivitét) [W96]: Fur deterministische Programme P gilt
[wp(P,N v M) =wp(P,N)vwp(P,M)]
Beweis: zu zeigenist LP(P,NuU M) = LP(P,N)u LP(P, M).
LP(P,NuU M)
= Definition LP
{sezZ:f,(s9)c Nu M}
= Mengenlehre, |f,(9)|=1
{sezZ:f, (99 Nv f (9 <M}
= Mengenlehre
{seZ:f,(s) c N} u{se Z: f,(s) c M}
= Definition LP
LP(P,N)u LP(P,M)

[ ]
Bemerkung: Zunachst folgt ein Beispiel fir die Nicht-Aquivalenz der schwachen Disjunkti-
vitét bei nicht deterministischen Programmen.
wp(x:=10 x:=2,x=1v x = 2) = true, aber

wp(x=10 x=2,x=1) vwp(x=10 x=2,x=2) = falsev false= false (Kein Anfangszu-
stand garantiert, dal3 nach Ausfihrung der nichtdeterministischen Zuweisung x =1 gilt. An-
dererseits gilt nach Ausfihrung der nichtdeterministischen Zuweisung x=1vx=2.).

Auch Programmiersprachen, die scheinbar deterministisch sind, beinhalten im Allgemeinen
impliziten Nichtdeterminismus. Z.B. ist in Ada und anderen imperativen Sprachen die Rei-
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henfolge der Auswertung von Ausdriicken oder aktuellen Parametern nicht festgelegt. Ein
Beispiel fur diesen impliziten Nichtdeterminismus ist

function f (p: integer) return integer is
begin
Z :=z + 1;
return p + 1;
end if;
-- X =y =2z =20
x := £(y) + z;

Der Anfangszustand kann abhéngig von der Reihenfolge der Auswertung des Ausdrucks £ (y)
+ z zu den beiden Endzusténden x =1 bzw. x =2 fuhren. Der Grund dafir ist hier die glo-
bale Variable z Man darf also die starke Disjunktivitét nur unter der Voraussetzung determi-
nistischer Programme verwenden, insbesondere muf3 auch impliziter Nichtdeterminismus
ausgeschlossen sein.

Definition 2.36: Zwei Préadikate P und Q heif3en vergleichbar, wenn [P=Q] oder [Q=F] gilt.
Lemma 2.37 (Starke Digunktivitat): Fur vergleichbare Pradikate N und M gilt
[wp(P,N v M) =wp(P,N) v wp(P, M)].
Beweis: O.B.d.A. gelte nach der Voraussetzung [N = M].
[N = M]
= Logik
[NvM=M]
= Leibniz
[wp(P,N v M) =wp(P, M)]
und
[N = M]
= Monotonie

[wp(P, N) = wp(P, M)]
= Logik

[wp(P, N) v wp(P, M) = wp(P, M)]

Bemerkung: Das &3t sich auf jede endliche Kette von Prédikaten verallgemeinern.
[ ]

Satz 2.38 (law of the excluded miracle) [G81: 110]: [wp(P, false) = false].
Beweis: zu zeigenist LP(P,0) = .

LP(P,Q)

= Definition LP

{seZ:f,(s) c G}

= Mengenlehre

{seZ: f.(9 =}

= Definition Programmfunktion, (Vse Z: f,(s) # &)
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2 Notationen und Begriffe

{se Z: falsg
= Mengenlehre
%)

Bemerkung: Es gibt also keinen Anfangszustand, der zu keinem Endzustand fuhrt, oder an-
ders ausgedriickt, alle Anfangszusténde fihren zu einem Endzustand. Das gilt also auch fir
nicht terminierende oder in einem undefinierten Zustand terminierende Programme. Dann ist
der Endzustand L. Ohne die Erweiterung der Zustandsmenge um L wére dieser Satz so nicht

gultig.
[ ]
Satz 2.39 (Terminierung): Ein Programm P terminiert genau dann normal, wenn

[wp(P,true) =true]
Beweis:
LP(P,2)=Z

= Definition LP

{sez:f,(9cZ} =2

= Mengenlehre
{sezif,(9cZycZA{seZf (9cZ} Z
= Mengenlehre

truea{seZ:f,(cZ} o7

zu zeigen bleibt aso (mit der Definition fur normal terminierend)
(VsezZ:le f(9)=Zc{sezZf.(9cZ}.

=5
Zc{sezZf,(9cZ} = (VseZLle f,(9)

= Mengenlehre

(VxeZ:xe{sezZ:f, (9 cZ})=(VseZ.L ¢ f.(9)
= Mengenlehre

(VxeZxeZAaf,(X)cZ)= (VseZ:L e f,(9)

= Kontraposition

(FsezZ:lef,(9)=3FxezZ . (X)z 2)

= Skolemisierung

(VsezZ:Lef, (9= OxeZ f(X)z 2))

=mit X=5

(VseZ:lef (9 =>seZAf (9 z2)

= Logik, Mengenlehre

(VseZ:Le f (9= (Ixe fo(9):xe Z))
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2 Notationen und Begriffe

=mit x=_1
(VseZlef (99=Lef,(9AnleZ)
= Logik, Definition Programmfunktion
true
=
(VsezZ:lef(9)=>Zc{seZf. (5 cZ}
= Mengenlehre
(VsezZ:le f(9) = (VxxeZ=xe{seZ f, (s cZ})
= Mengenlehre
(VsezZ:le f.(9) = (VxxeZ=xeZAfo(X) < 2)
= Skolemisierung
(Vx(VseZ.Leg f,(9) = (xeZ=xeZA f,(X) c2))
= portation
(Vx(VseZLe f(9)axeZ=xeZAf(X)cZ)
= Logik
(Vx(VseZ.Leg f(9)AxeZ= f(X) < 2)
< modus ponens
(VxLlef,(X)AxeZ= f,(X)cZ)
= Logik, Definition Z, Definition Programmfunktion
(VxeZleZnaf,(X)<Z Alef(X)= fo(X)c2)
= 2 mal shuffle
(VxeZleZaf,(X)zZalef, ()= (X)zZ))
= Mengenlehre
(VxeZleZA@yyef,(X)AayeZ)ale f(X)= (dssef,(X)AseZ)))
= Skolemisierung, Definition Programmfunktion
(VxeZ,yLleZayef,(X)ayeZale fo(X)=>3ssef,(X)aseZu{l}))
= Mengenlehre
(VxeZ,yleZayef,(X)AayeZale fo(X)=>3ssef,(X)AseZAszL))
= V-split
(VxeZ,yyy=1lnanleZayef,(X)AyeZale fo(X)=>(3ssefo(X)ASeZASzEL))A

(VxezZ,yyy#zlanleZayef,(X)AyeZale fo(X)=>(3sse fo(X)ASeZAszL))
= Substitution
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2 Notationen und Begriffe

(VxeZ:legZnanlefo()AleZAale f,(X)=> 3s:se fo(X)Ase ZAaszL))A
(VxeZ,y:y#laleZarye fo(X)AyeZale fo(X)= (3s:se f,(X)ASE ZAS# 1))

= Logik
(Vxe Z: false= (3s:se f,(X)Ase¢ ZASs# L)) A
(VxeZ,y:y#laleZarye fo(X)AyeZale fo(X)= (3s:se f,(X)ASE ZAS# 1))

= Logik
(Vxe Z,y:y#lanleZarye fo(X)AyeZale f,(X)=(3s:se f,(X)ase ZAs#1))

=mit s=y
(Vxe Z,y:y#zlanleZarye fo(X)AyeZale f,(X)=ye f,(X)AyeZAay=#l)

= Logik
true

Bemerkung: Wenn man sichergestellt hat, dal3 P normal terminiert, kann man also
wp(P,true) durch true ersetzen.

Fur nicht normal terminierende Programme gilt nicht [wp(P,true) =true] .
Bewei s durch Widerspruch: angenommen, es gilt [wp(P,true) =true], also
LP(P,2)=Z
= Definition LP
{sez:f,(9cZ} =2
= Voraussetzung: P nicht normal terminierend
{sez:{l}cZ}=Z
= Definition Z
{se Z: falsg =Z
= Logik, Mengenlehre
D=7
= Definition Z

false

Lemma 2.40 (K onsequenzregel):
[A= B]A[C= D]A[B= wp(P,C)]=[A= wp(P,D)].
Beweis: zu zeigenit Mc NARc SANc LP(P,R)= M c LP(P,S)
McNARcCSANCLP(P,R)= M c LP(P,S

< Transitivitat von ¢
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RcSAMc LP(P,R)= M c LP(P,S

= Definition LP
RcSAMc{seZf,(99cR=Mc{seZf, (9T

= Mengenlehre

(Vxe MiRc SAXeZAf, (X)) cR = Mc{sezZf.(99c S
< Transitivitét von c

(Vxe M:xeZAf, (X)) =S = Mc{sezZf. (99T

= Mengenlehre

Mc{seZf,(9JcS=Mc{sezZf.(9c T

= Logik

true
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3 Verifikationsbedingungen

3 Verifikationsbedingungen

3.1 Uberblick und Begriffsbestimmung

In diesem Kapitel werden fir verschiedene Anweisungen Bedingungen, die die Korrektheit
implizieren (Verifikationsbedingungen VCs), dargestellt. Dabei sind die meisten Ergebnisse
nicht neu, sondern die Art und Weise, wie sie erzielt werden. Die Semantik der Anweisungen
P wird nicht durch wp(P,N) definiert, sondern durch ihre Programmfunktion f,(s).

wp(P, N) wird dann als Satz formuliert. Die Umsetzung der verbalen Semantikbeschreibung
einer Anweisung P in wp(P, N) ist nicht so klar und intuitiv einleuchtend wie die Umsetzung
der verbalen Semantikbeschreibung einer Anweisung P in f,(s) . Der tiefere Grund dafr ist

wahrscheinlich, dal3 die verbalen Semantikbeschreibungen, wie sie in den meisten Program-
miersprachen vorherrschen, vorwarts gerichtet sind. Sie sagen, was gemacht wird, und zwar
in der zeitlichen Reihenfolge. Die Funktion wp ist eher riickwaérts gerichtet und daher nicht so
anschaulich. Das wird in den folgenden Abschnitten deutlich. In [B95: 75-76] werden, ausge-

hend von einer verbalen, informellen Semantikbeschreibung, zwei Funktionen wp und wp

definiert, die eine Formalisierung der informellen Semantikbeschreibung darstellen. Dann
wird gezeigt, dal3 diese beiden Definitionen aquivalent sind [B95: 80]. Hier wird, ausgehend
von einer verbalen, informellen Semantikbeschreibung, die Semantik einer Anweisung durch
die Definition der Programmfunktion formalisiert. Die wp-Funktion wird als Satz formuliert,
wobei ihr Beweis die Programmfunktion benutzt.

Zudem wird die explizite Typprufung bei der Zuweisung eingefuihrt (Abschnitt 3.2.2), das
Substitutionslemma fr wp formuliert (Abschnitt 3) und eine neue VC fir For-Schleifen vor-
gestellt (Abschnitt 3.4.2). Die Korrektheit von Schleifen wird durch eine Konjunktion von 5
(bei While-Schleifen, Abschnitt 3.4.1) bzw. 4 Bedingungen (bei For-Schleifen, Abschnitt
3.4.2), in denen eine Invariante und Terminierungsfunktion (bei While-Schleifen) vorkom-
men, impliziert. Eswird formal gezeigt, dal3 auch die Umkehrung dieser Implikation (bis auf
eine in der Praxis unbedeutende Ausnahme) gilt (Abschnitte 3.4.1 und 3.4.2). Anhand von 5
Beispielen wird gezeigt, dald zum Beweis der Korrektheit tatséchlich alle 5 Bedingungen not-
wendig sind. Es folgt ein Vergleich von 4 in der Literatur vorkommenden V orbedingungen
fur Prozeduraufrufe (Abschnitt 3.4.3.2). AulRerdem werden leistungsfahige VCs fur Schleifen
im Kontext einer umgebenden Anweisung (Abschnitt 3.4.4) und rekursive Prozeduren vorge-
stellt (Abschnitt 3.4.5). Eine Schleife im Kontext einer umgebenden Anweisung ist z.B. eine
Schleife, die im Then-Teil eines If-Statement vorkommt (dann ist die umgebenden Anwel-
sung das If-Statement) oder eine innere Schleife bei geschachtelten Schleifen (dann ist die
umgebenden Anweisung die &uf3ere Schleife).

Nach Satz 2.28 ist ein Programm P bezlglich einer Spezifikation (V, N) genau dann korrekt,
wenn [V = wp(P,N)] gilt. Fir den Korrektheitsnachweis sind im Wesentlichen also 2
Schritte erforderlich:

1. Berechnung des Pradikates wp(P, N)
2. Uberpriifung, ob die Implikation gilt

Die 2 Schritte missen in der angegebenen Reihenfolge durchgefiihrt werden. Der 2. Schritt
kann vollsténdig oder teilweise von einem automatischen Beweiser durchgefuihrt werden und
ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Die Berechnung des Pradikates wp(P, N) ist abhangig

von P nicht immer mdglich. Daher ist ein allgemeineres Vorgehen die Verwendung einer Ve-
rifikationsbedingung VC. Dasist ein Prédikat, das die Korrektheit impliziert.
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3 Verifikationsbedingungen

Definition 3.1: Fir ein Programm P und eine Spezifikation (V, N) ist eine exakte Verifikati-
onsbedingung VC das Préadikat [V = wp(P,N)].

[ ]
Da wp(P, N) nicht immer berechnet werden kann, wie z.B. fir Schleifen und Prozeduraufru-
fe, muld man in diesen Féllen eine andere VC benutzen, die stérker as [V = wp(P, N)] ist.
Definition 3.2: Ein Prédikat VC, fur das [VC = [V = wp(P, N)]] dilt, ist eine approximierte
VC.

Bemerkung: NatUrlich ist man daran interessiert, eine moglichst schwache VC zu benutzen,
so dal3 man false nicht verwenden wird. Es kann auch sein, dal3 eine approximierte VC nicht
nur die Korrektheit impliziert (was natUrlich fir jede approximierte VC gezeigt werden muf3),
sondern sogar zur Korrektheit aquivalent ist. Das kann aber nicht entschieden werden, wenn
wp(P, N) nicht berechnet werden kann.

Fur eine approximierte VC gilt nur VC = Korrektheit und nicht unbedingt die umgekehrte
Richtung. Das bedeutet, dal3 man in so einem Fall ein korrektes Programm moglicherweise
nicht beweisen kann. Ein Beispiel dafir befindet sich im Beweis von Satz 3.34, Teil 3 und
Beispiel 7 von Abschnitt 3.4.3.2. Es kann aber nicht sein, dal3 man ein nicht korrektes Pro-
gramm beweisen kann. Zunachst werden die Programme P betrachtet, fur die wp(P, N) be-

rechnet werden kann.

3.2 Exakte Verifikationsbedingungen

Fur das Null-Statement, die Zuweisung (unter gewissen Voraussetzungen) sowie das If- und
Case-Statement und die nichtdeterministische Auswahl gibt es eine exakte VC. Im Folgenden

bezeichnet N eine Nachbedingung und M:= C™*(N).
3.2.1 Null-Statement

Das Null-Statement nu11 macht nichts, es wird keine Variable gedndert. Die Wirkung von
null ist also: jeder Zustand s bleibt unverandert, also

(Vse Z: i (9) ={s}).

Lemma 3.3 (Null-Regel): wp(Null, N)=N..
Beweis: zu zeigenist LP(Null,M)=M fir M c Z

LP(Null, M)
= Definition LP
{seZ: f, (s c M}
= Definition Programmfunktion, Mengenlehre
{se Z:se M}
zu zeigen bleibt M ={se Z:se M}:

M ={se Z:se M}
= Mengenlehre
(Vxxe M =xe{seZ:se M})
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3 Verifikationsbedingungen

= Mengenlehre

(Vxxe M=xeZAaxe M)

= Logik

(Vx(xe M =>xeZAaxe M)A(XeZAXe M = xe M))
= Logik

(Vx(xe M = xe Z) atrue)

= Mengenlehre
McZ
= Voraussetzung

true

[ ]
Bemerkung: Hier wurde die Null-Regel postuliert und ihre Korrektheit ohne verbale Be-
schreibung rein formal bewiesen. Man kann die Null-Regel auch als Definition des Null-
Statements auffassen. Hier wurde das Null-Statement durch seine Programmfunktion definiert
und daraus die Null-Regel postuliert und bewiesen. Diese Definition spiegelt die verbale De-
finition (kein Zustand wird gedndert) genauer wider als die Definition durch wp. Das wird bei
der Zuweisung noch deutlicher.

[ ]

3.2.2 Zuweisung

Die Wertzuweisung v := e setzt die Variable v auf den Wert des Ausdrucks e (Falls v vor der
Zuweisung definiert war und den gleichen Wert wie e hatte, wird der Wert von v nicht gedn-
dert. Hier soll aber der allgemeinere Fall, dal3 e vor der Zuweisung einen beliebigen Wert hat,
betrachtet werden). Die Wertzuweisung soll keinen Seiteneffekt bewirken, d.h. es soll nur der
Wert der Variablen v gedndert werden und die Werte aller anderen Variablen bleiben unver-
andert. Falls Seiteneffekte auftreten, ist die folgende Herleitung der Zuweisungsregel und
damit die Zuweisungsregel selbst nicht giltig. Weiterhin soll die Auswertung des Ausdrucks e
normal terminieren, d.h. nicht zu einem undefinierten Zustand oder einer Endlosschleife fuh-
ren. Das kann z.B. bei Division durch O, durch einen Index-out-of-range-error bei einem
Arrayzugriff, durch einen arithmetischen Uberlauf oder Auswertung einer Funktion passieren.
Seiteneffekte bei der Wertzuweisung sind eine Quelle des impliziten Nichtdeterminismus.
Eine andere Quelle ist eine nicht initialisierte Variable im Ausdruck e. Diese kann zu einem
undefinierten Zustand oder zu einem definierten Zustand mit beliebigem Wert fur v flhren.
Aus diesem Grund sollen alle Variablen in e initialisiert sein, d.h. vor Auswertung von e ist
das Programm in einem definierten Zustand. Unter diesen Voraussetzungen gilt fur die Pro-
grammfunktion der Zuweisung

(VseZ:f, (9 ={s}).
Dabei ist s, derselbe Zustand wie s bis auf die Stelle v, an der der Wert von e im Zustand s
angenommen wird, formal:
Definition 3.4: Fir einen Zustand sist
. s(x), fallsx # v
(9= {e“""'v” eW,,fallsx=v

s(v1),...s(vn)
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[ ]
Beispiel: s=((x1),(y,2) , V=X, e=x+Yy. s ist derselbe Zustand wie s bis auf die Stelle
X. An der Stelley steht also der Wert 2. An der Stelle x steht der Wert von x+ y im Zustand
s, also 3. Damit igt s;,, = ((x,3),(Y,2)) . Nach Definition 3.4 ist s;,, (y) = s(y) und
ey (0 = (X+ V) s = (X+Y)1 = 3.
[ ]
Lemma 3.5 (Zuweisungsregel): wp(v:i=e N)=N,.
Beweis:
wp(v:=¢€,N)
= Definition wp
C(LP(v:=e,C™(N)))
= Definition LP
C({seZ:f,_ (9 = C(N)})

= Definition f Mengenlehre

vi=e'

C({sezZ:sl eC*(N)})
zu zeigen bleibt [C({se Z:s! e C'(N)}) = N/].

[C({seZs eCH(N)}) = N]

= Aquivalenz von Pradikaten

(Vte ZZC({se Z:s! e C(N)})(t) = N (1))

= Definition Charakteristisches Pradikat

(VteZte{se Z:s! e C*(N)} = N)(t))

= Mengenlehre

(VteZteZat! e C*(N) = NY(t))

= Definition 3.4

(VteZteZAtl e CH(N) = (NG m)

= Mengenlehre

(Vte Z{t} c ZA{ts} < CH(N) = (NG5 om)

= |somorphie

(Vt e Z[C({t}) = C(Z)] A[C({t.}) = CCT (NI = (NS {isem)
= |somorphie

(Vt € Z[C{t}) = truel ALCAL!}) = NI = (NY) ™ )

= Logik
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(Vte Z[C{t}) = N1= (N m)
= Definition Charakteristisches Pradikat

vl...,vn

(Vte Z:[v, =t(V)A AV, =t(V,) AV= etv(lvl)vnt(vn) = N]= (Ng)t(vl),...,t(vn))

= Substitution
. vi,...,vnv — vyvi...,wm
(Vt €’ Nt(vl),...,t(vn),etv(lv"l')';_‘fr_‘vt(\,n) - (Ne )t(vl),...,t(vn))
= Substitutionslemma
. vi,...,vnv — vi,...,vn,v
(Vt €Z Nt(Vl)n~~,t(Vn),etv(1v"1')','.\fr.‘,t(vn) - Nt(Vl)v~~rt(Vn)’etv(1\}.]:).:.\{r.],t(vn)
= Logik
true

Die Zuweisungsregel gilt unter den oben verbal genannten Voraussetzungen. Einige dieser
verbalen Voraussetzungen kann man formalisieren und in die Zuweisungsregel aufnehmen.

1. Die Auswertung von e soll nicht in einen undefinierten Zustand flhren bedeutet, dal3
der Wert des Ausdrucks zum Typ der Variablen v paldt. Ein undefinierter Zustand bei
Auswertung eines Integerausdrucks kann bei Uberlauf und Division durch O entste-
hen (damit ist auch mod und rem eingeschlossen). Andere partielle ganzzahlige
Funktionen werden durch den néchsten Punkt subsumiert.

2. Die Auswertung eines Ausdrucks e kann zu einer Endlosschleife fuhren, falls e einen
Funktionsaufruf enthdlt. Daher soll e keinen Funktionsaufruf enthalten. Man kann
durch Einfuhrung von Hilfsprozeduren und -variablen einen Ausdruck immer funkti-
onsfrei machen (siehe Abschnitt 3.4.3.1). Dadurch kann zwar die Auswertung von e
nicht zu einer Endlosschleife fiihren, die Endlosschleife wird aber in die der Funktion
entsprechenden Prozedur verlagert.

3. Alle Variablen sollen einen definierten Wert haben. Das kann dadurch erreicht wer-
den, dal3 jede Variable bei ihrer Definition initialisiert wird (siehe auch Definition
2.15 (Zustand), letzter Satz und anschlief3endes Beispiel).

Die Punkte 2 und 3 konnen rein syntaktisch geprift werden. Punkt 1 kann durch die Typbe-
dingung sichergestellt werden.

Definition 3.6 (Typbedingung): Fur eine Wertzuweisung v := e ist die Typbedingung
T,(e) dasPradikat ec W, .

[ ]
Damit ergibt sich fur die Zuweisungsregel: wp(v:=¢e,N)= N AT, (€).
Beispid:
x: Int8; -- Int8 = [-128, 127]

X 1= -X;
--x 20

wp(Xx:= —X,x > 0)
= Zuweisungsregel
—X20A—-128< —x <127 A —x def
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= Arithmetik
X<0A128> x> -127
= Arithmetik
-127<x<0
[ ]
Eine Zuweisung a (i) := e eines Ausdrucks e zu einer Arraykomponente a(i) andert den

Wert der Arrayvariablen a nur an der Stelle i unter der Voraussetzung, dal3 die Auswertung
des Ausdrucks i normal terminiert und keine Seiteneffekte verursacht. Die Zuweisung kann
daher auch in der Form a:=a dargestellt werden, wobei die Variable auf der linken Seite
und der Ausdruck auf der rechten Seite vom Typ Funktion sind. a! ist dieselbe Funktion wie
a aulRer an der Stelle i, wo der Wert e angenommen wird, entsprechend der Notation f[s/t]

von [SL87: 5]. Damit braucht man keine spezielle Regel fur diese Zuweisung. Sie ergibt sich
aus der Regel fur die Zuweisung zu einer einfachen Variablen. Die Anweisung terminiert
normal, wenn die Auswertungen der Ausdriicke i und e normal terminieren, i im Indextyp von
a liegt und e im Komponententyp von a liegt. Fir die Programmfunktion gilt

(Vse Z:f, (9 = {Si}) -

Die Zuweisungsregel ist wp(a(i) :=e,N) = N; . Mit der Typbedingung ergibt sich
wp(a(i)=e N) = N:ie AT () AT, ().

Dabei ist T,, der Komponententyp von aund T, der Indextyp von a. Die Regel gilt auch fur
mehrdimensionale Arrays.
Beispide:

a: array(1l..10) of IntS8;

i, j: Ints;

a(i) := 0;

-- a(j) 0

wp(a(i):=0,a(j)=0)

= Zuweisungsregel

(a(j):O); ALl<i, j£10A-128<0<127
= Arithmetik
i=jA0=0vizjara(j)=0)Al<i,j<10
= Logik

(i=jva(j)=0)A1<i,j<10

subtype Ind2 is natural range 0..4;
a: array(1l..10, Ind2) of Ints§;

i: Ints8;

j: Ind2;

a(i+l,3j) =1 + 3j;
-- a(j,o0) =21

wp(a(i+1,j):=i+j,a(j,0 =i)
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= Zuweisungsregel
(a(j,0 zi);iﬂ,j) Al<i+1,j<10A0<j,084A-128<i+ ] <127

= Arithmetik, Definition voni und |
(+1=jAj=0ni+j2iv(i+lzjviz0)Ara(j,0)2i)A0<i<9A1L <4
= Arithmetik, Logik

i=-1Aj=0va(j,0=i)A0<i<9Anl<L <4

[ ]
Ahnlich wie Zuweisungen zu Arraykomponenten kann man Zuweisungen zu Recordkompo-

nenten a.r := e behandeln. Da die Bezeichner der Recordkomponenten statisch sind, erge-
ben sich jedoch 2 Vereinfachungen:

1. Die Prufung, ob r eine Komponente von a ist, wird von jedem Compiler gepruft und
mul3 nicht als Typbedingung formuliert werden.

2. Bel der Berechnung der schwéchsten Vorbedingung mul3 keine Fallunterscheidung
gemacht werden.

Zuweisungen zu Recordkomponenten kann man daher wie Zuweisungen zu einfachen Varia
blen behandeln. Damit sind auch Zuweisungen zu einer Variable mit einem Selektor, d.h. ei-
ner Sequenz von Indizes und Recordkomponenten, zulassig.

Beispid (aist eine Spezifikationsvariable):

subtype Ind is positive range 1..10;
type st is record
left, right: Ints;
end record;
type vt is array(Ind) of st:
type rt is record
v: vt;
end record;
type bt is array(Ind, Ind) of rt;
b: bt;
i, j: Ints;

b(i, j).v(3).left := 0;
-- 1 <a<10 A b(l,a).v(j).left >= 0

wp(b(i, j).v(3)left =01<a<10Ab(la).v(j)left >0)

= Zuweisungsregel

(b(@ a).v(j)left 2 0) ;. A1<1a,0,[,3<10A-128<0<127
= Arithmetik

(i=1Arj=an3=jA020v—(i=1lanj=anr3=jA020)Abla)v(j)left >0)A1l<a,i, ] <10
= Logik

(i=1aj=a=3vbLa)v(j)left>0)rl<a,i,j<10
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3.2.3 Sequenz

Die Wirkung der Sequenz P P2 von 2 Programmen P1 und P2 wird wieder Uber ihre Pro-

grammfunktion definiert. Alle Endzustdnde von P1 sind Anfangszustéande von P2. Jeden die-
ser Zustande bildet P2 auf eine Menge von Endzusténden von P1; P2 ab. Da die Programm-

funktion nur auf Z definiert ist, mulR P1 normal terminieren. Damit ist

Le fo ()= (Vue Z: fyp,(u) = U for (1) -

te fpy (U)

Lemma 3.7 (Sequenzregel): Falls P1 normal terminiert, gilt
[wp(PL, P2, N) = wp(PL wp(P2,N))]
Beweis: zu zeigen it LP(PL P2,M) = LP(PL LP(P2,M))

LP(PL; P2,M) = LP(PL, LP(P2,M))

= Definition LP

{seZfop(s)c M} ={seZ f, (59 c{teZ f,,(t) c M}}

= Mengenlehre

(Vxxe{seZ f,p(s)c M} =xe{seZ f (5 c{teZ f,,(t) c M}})
= Mengenlehre

(VxxeZAafop(X)cM=xeZAafy,(X)c{teZ f,,(t) c M})

= Definition f,,.,,

(Vx:xeZA Ufp,) M =xe Z A f(X) c{te Z: f,,(t) = M})

te fpy (X)
= Mengenlehre
(VxxeZA(Vte fo(X):fo,(t)cM)=xeZA(Vye f,(X):yeZna fo,(y) c M))
= P1 terminiert normal

true
°

Die Sequenzregel gilt fur mehrere Anweisungen P1;...; Pn entsprechend:

wp(PL...Pn,N)

= Sequenzregel
wp(PL...Pn—1wp(Pn,N))

= Sequenzregel
= Sequenzregel

wp(PLwp(P2,...,wp(Pn,N)---)
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Beispid (Vertauschung):

X, y: Int8;

X 1= X 4+ V;

Y =X - Y;

X 1= X - Y;

--X=aAy-=>b

wWp(X:= X+ VY, y:=X—Yy;X=X—-Yy,X=aAy=hb)
= Sequenzregel
wp(X:= X+ y,wWp(y:= X— y,Wwp(X:= X—=y,X=anAy=h)))
= Zuweisungsregel

wp(x:= X+ y,wWp(Y:=X—-y,X—y=aAy=ba-128< x— y<127))

= Zuweisungsregel, Arithmetik
wp(Xi=X+y,y=aAaXx—y=ba-128<y<127 A-128< x— y <127)
= Zuweisungsregel, Arithmetik

y=aAX=bA-128<y<127 A-128< x <127 A-128< x+ y <127
= Definition von x und y

y=aax=ba-128<x+y<127

3.2.4 Fallunterscheidung

3.2.4.1 If-Statement

Die Ausfuhrung des If-Statementsif b then P1 else P2 end if (IF) besteht zundchst in
der Auswertung des Booleschen Ausdrucks b. Falls diese Auswertung normal terminiert und
true ergibt, wird P1 ausgefuhrt. Falls die Auswertung normal terminiert und false ergibt, wird
P2 ausgefuhrt. Falls diese Auswertung nicht normal terminiert, terminiert auch das If-
Statement nicht normal. Unter der Voraussetzung, dal3 die Auswertung des Booleschen Aus-
drucks b normal terminiert, gilt somit: wenn IF im Zustand s gestartet wird und b(s) gilt, ist

die Endzustandsmenge f,,(s). Wenn IF im Zustand s gestartet wird und b(s) nicht gilt, ist

die Endzustandsmenge f,,(s). Wegen b(s) = (C*(b(s)) = Z) gilt also fir die Programm-
funktion

(VS€ Z:f,-(9 = CHB(9) N Foy (9 U CHB(S) N Ty (9)).

Wenn b(s) gilt, ergibt der Schnitt von f,,(s) mit Z f,,(s) und der Schnitt von f,,(s) mit
Z &, 0 dal3 in diesem Fall fie (9) = o (9) ist (und umgekehrt).

Lemma 3.8 (If-Regel): Mit IF:=if b then P1 else P2 end if; Und normaler Terminie-
rung der Auswertung des Boolschen Ausdrucks b gilt

[WR(IF, N) =b A wp(PL N) v —b A wp(P2, N)] .
Beweis: zu zeigenist LP(IF, M) = C™*(b) N LP(PL, M) U C*(=b) n LP(P2, M)

LP(IF, M)
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= Definition LP
{seZ: (5 < M}

= Definition f
{S€Z:C(B(9) M oy (9 U CT(BIY) N Fpp(9) € M}
= Z-5plit (Z = C*(b(s)) v C*(b(9)))

{se C(B(9):CHB(9) N For(UCB(S) N Fop(9) = M} U
{s€ C(B(9):CHB(S) N Fpy(9 U CHBY) N Ty (8) < M}

= Mengenlehre, Logik

{s€ CHB(9): fpy(9) € M} U{se CH(D(S)):f oy (9) € M}

= Mengenlehre, Logik

C(b) ~{se Z: f () = M}UC((9) N{S€ Z: fpp(S) = M}
= Definition LP

C(b) N LP(PL M) U C(=b) N LP(P2, M)

[ ]
Die normale Terminierung der Auswertung des Booleschen Ausdrucks b wird durch bool (b)
bezeichnet. Damit ergibt sich wp(l1F, N) = bool (b) A (b Awp(P1, N) v —=bA wp(P2,N)). Das

If-Statement ohne e1se erhdlt man aus IF durch Ersetzung von P2 durch nu11. Damit erhalt
man

wp(if bthen P end if , N)
= |f-Regel
bool (b) A (b A Wp(PL N) v —b A wp(NULL, N))
= Null-Regel
bool (b) A (b A Wp(PL N) v —=bA N)
Beispide:
x: Int8;

if 127/x < 0 then x := -x; end if;
--x 20

wp(lF,x>0)

= |f-Regel, Zuweisungsregel

bool (127 / X< 0) A (127 / X< OA=X=>20A-128< —x<127v 127/ x>0A x> 0)
= Arithmetik

XZ0A(X<OAXZ0A128>2x>-127vXx>0AXx>0)

= Arithmetik, Definition von x

-127<x<0v0<x<127
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Das folgende Beispiel zeigt die Verifikation einer 1f-Anweisung mit Hilfe von FPP.
Eingabe:

--lpre: -127<=x and x <= 127 and x = Kx;
if x<0 then x := -x; end 1if;
--lpost: -128<=x and x <= 127 and x = Abs (KX) ;

Ausgabe:

FPP (Frege Program Prover) University of Jena, Germany
User: 141.35.14.243 At: 98-3-3, 10:55

The answer to your query is:

--lpre : (-127 <= x AND x <= 127 AND x = kx)

--> wp : (0 >=1 + x AND -128 <= -x AND -x <= 127 AND -x = Abs (kx))

--> OR (0 <= x AND -128 <= X AND X <= 127 AND x = Abs (kx))

--> vC : (-127 <= x AND X <= 127 AND x = kx)

--> ==> (0 >= 1 + x AND -128 <= -x AND -xX <= 127 AND -x = Abs (kx))
--> OR (0 <= x AND -128 <= X AND X <= 127 AND x = Abs (kx))

--> Result: proved
IF x < 0 THEN
X 1= -X;
end if;
--lpost : (-128 <= x AND x <= 127 AND x = Abs (kx))

3.2.4.2 Case-Statement

Das Case-Statement CASE ist eine Verallgemeinerung des If-Statements. Es hat folgende
Form (in Ada-Syntax):
case e is
when Cl => P1l;

when Cn => Pn;
end case;

Die C sind die Vergleichsausdriicke. Sie bestehen aus einer durch | getrennten Liste von sta-

1

tischen Ausdriicken bzw. statischen Bereichen:
ci

Dij ::

Dil ‘|’ ... ‘|’ Din

Kij | UGij ‘..’ 0Gij
eist ein diskreter Ausdruck. K;;, UG; und OG; sind statische  Ausdriicke von gleichem

Typ wiee. Zu jedem C gibt es den charakteristischen Vergleichsausdruck CVA . Er ist defi-
e=K;, falsD;=K;

UG, <e<0G,, falls D,=UG,...0G,

ij?

niert durch CVA:= D,,v---vD

in? ij

wobei D. :E{

Die C bilden eine Partition des Typs von e, d.h. sie sind paarweise disjunkt und schopfen den
Typ von e aus, formal

(Vse Z:CVA (g)v---vCVA, (9)) A (Vi, j1<i < J <m—(dse Z:CVA(s) = CVA (9))) .

Zur Ausfuhrung von CASE wird zunéchst e im aktuellen Zustand s ausgewertet. Falls die
Auswertung von e normal terminiert und CVA (s) gilt, wird P ausgefihrt. Wegen der Parti-

tionierung gilt immer genau ein CVA (s) . Falls die Auswertung von e nicht normal terminiert,

terminiert auch CASE nicht normal. Unter der Voraussetzung, dal3 die Auswertung des Aus-
drucks e normal terminiert, gilt somit (mit analoger Argumentation wie bei 1F)

(Vse Z: fouee () =CTH(CVA) N fp () U= UCT(CVA ) N £, (9))
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Fur ein Case-Statement mit others ist C, = others und CVA, = —(CVA v---vCVA ;).

Lemma 3.9 (Case-Regel): Unter der Voraussetzung, dal? die Auswertung des Ausdrucks e
normal terminiert, gilt wp(CASE, N) = CVA AWp(PLN) v---v CVA, Awp(Pn,N) .

Beweis: zu zeigen ist (mit CVM,:= C™*(CVA (9)) (charakteristische Vergleichsmenge))
LP(CASE, M) = C*(CVA)) N LP(P1, M)uU---UC(CVA,) N LP(Pn, M) .

LP(CASE, M)

= Definition LP

{seZ: T (9 = M}

= Definition f_.

{se ZZCVM  f () UCVM, N T, (5) < M}

= Z-split

{se CVWM,:CVM, N T (S)u---UCVM N T, ()= M}u

{se CWM, :CVM, N f, (9)u--UCVM N (9 € M}

= Mengenlehre, Logik, CVM, bilden Partition von Z

{seCWM,: f,,(s) c M}uU--«U{se CVM,:CVM N f, (S) c M}

= Mengenlehre, Logik

CWM, n{se Z: f,(s) € M}u---UCVM, n{se Z:CVM , N (9 c M}
= Definition LP

C(CVA)) N LP(P1, M)U---UC™(CVA, ) N LP(Pn, M)

Mit der Prifung auf normale Terminierung der Auswertung von e ergibt sich
WP(CASE,N) =T, (€) A (CVA AWP(PLN) v---v CVA, Awp(Pn,N)).
Beispid:
X: Int8;

s: Nat8;

case x is

when -128 .. -1 => g := -1;
when 0 => 8 := X;
when 1 .. 127 => g8 := 1;
end case;
-- 8*x 20

wp(CASE, s* x > 0)

= Case-Regel
T(X)A(-128< X< -1A—-Xx20A0<-1<5127 v
X=0AX*20A0<X<127Vv1IS X<127TAX=0A0<1<127)
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= Arithmetik, Logik
x=0v1<x<127
= Arithmetik, Logik
0<x<127

3.2.5 While-Schleifen

Die While-Schleife while b loop P end loop (LOOP) wird folgendermal3en ausgefiihrt:
zunéchst wird der Boolesche Ausdruck b ausgewertet. Falls die Auswertung normal terminiert
und false ergibt, wird nichts gemacht. Falls die Auswertung normal terminiert und true ergibt,
wird der Schleifenrumpf P ausgefiihrt und die ganze Schleife erneut ausgefihrt. Damit ist
[B95: 76]

LOOP = if b then P; LOOP; end if; und mit B:= C*(b) gilt
LP(LOOP, M)
= |f- und Sequenz-Regel
BN M U BN LP(P, LP(LOOP, M))

Die unbekannte Menge LP(LOOP, M) kommt in der Gleichung sowohl auf der linken Seite
als auch implizit auf der rechten Seite als Teil eines Ausdrucks vor. LP(LOOP, M) ist daher
ein Fixpunkt der Funktion

gy 27 > 2°
g, (S =BAMUBANLP(P,9)

unter der Voraussetzung, dal3 ein solcher existiert. In [B95: 77] wird die wp bzw. LP der
While-Schleife als kleinster Fixpunkt definiert. Hier wird, wegen der prinzipiell anderen Vor-
gehensweise bei der Einflihrung der wp- bzw. LP-Funktion als in [B95] (siehe auch Einlei-
tung von Abschnitt 3), dieses als Satz formuliert (Satz 3.16), der natlrlich bewiesen werden
mul3. Die folgenden Lemmata werden zum Beweis dieses Satzes bendtigt.

Lemma 3.10 (Fixpunkt): Die Funktion 9w besitzt einen Fixpunkt.
Beweis: Eine monotone Funktion auf einem vollsténdigen Verband besitzt einen Fixpunkt

[B95: 30]. Da der Teilmengenverband (22,c,n,u, ,&,Z) vollstandig ist, mu nur noch die
Monotonie gezeigt werden, also Ac D= g,,(A) c g9, (D):

9u (A)

= Definition g,,

BN M UBANLP(P, A

c Voraussetzung, Monotonie von LP, Mengenlehre
BN M UBN LP(P,D)

= Definition g,,

gy (D)
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Da die Menge der Fixpunkte selbst einen vollstandigen Verband bildet [B95: 30], hat g,,
auch einen kleinsten Fixpunkt ug . Falls g,, stetig ist, kann man ug konstruieren. Falls die
Definitions- bzw. Wertemenge von g,, nur endliche Ketten enthélt, ist die Stetigkeit gleich-

bedeutend mit der Monotonie [SL87: 77]. Da Z und damit 2 endlich ist, ist g,, stetig. Fir
den kleinsten Fixpunkt gilt dann ug =J g, (D).

i20
Lemma 3.11: {g}, ()i >0} ist eine monotone endliche Kette.
Beweis: zu zeigen ist (Vi > 0.9}, () < 9,+*()) durch Induktion tiber i:
i=0: g, (Q) =9 c gy, (D)
i —i+1: unter der Induktionsvoraussetzung g,, (@) < 9,;* (@) (die Aussage gilt fiir i) ist zu
zeigen g,/ (D) < 9;*(D) (die Aussage gilt fir i +1).
gu ()

9w (94 (D))
= Definition g,,
BN MuUBANLP(P,g, (D))
< Monotonie
BN MuUBANLP(P,g\ (@)
= Definition g,,
gu (D)
Die Endlichkeit der Kette wird durch die Endlichkeit von Z impliziert.

Dal3 ug ein Fixpunkt von g,, ist, wird explizit durch Einsetzen gezeigt.
Lemma 3.12; 9w (49) = 19,
Beweis:

O (49)

= Definition g,,

BAM UBANLP(P, ug)
= Konstruktion ug

BN MuUBANLP(P, g, (@)

i20
= starke Disjunktivitét bei endlichen Ketten (Lemma 2.37), Lemma 3.11,

Mengenlehre

UBAM UBANLP(P,g., (D))

i=0

= Definition g,,
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Ugu (9u (@)

i=0

ng'M”(@)

= Indexverschiebung

Uaw (@)

i1

= wegen gy, (J) =
Uow (@)

i20
= Konstruktion ug
HY

Zum Bewels, dal3 LP(LOOP, M) der kleinste Fixpunkt ist und kein anderer, benétigt man
noch einige Vorbereitungen. Zunachst wird Z in m+2 Teilmengen Z, von Zusténden auf-

geteilt, so dal3 LOOP nach Start in einem dieser Zustande nach hdchstens k Iterationen termi-
niert. Wegen der Endlichkeit von Z kann es nur endlich viele Teilmengen geben. Die Zustan-
de, die keine Terminierung garantieren, kommen in eine extra Menge Z_. Wegen Nichtde-

terminismus ist es moglich, da3 LOOP bei gleichem Startzustand nach verschieden vielen
Iterationen terminiert oder einmal terminiert und einmal nicht.

m

Definition 3.13 (k-Zustande): Z,:={se Z:f (9 cBNM},0<k<m, Z_ = Z\UUz,.

Lemma3.14: Z_uUZ,=Z.

Beweis;

k=0

= Definition Z_

(Z\ Uzk) o UZk
k=0 k=0

k=0
[ ]

= Mengenlehre (A\B)uB=AuUB

m

=wegen Z, c Z
z

Wenn LOOP in einem Zustand gestartet wird, der Terminierung nach hdchstens k + 1 Iterati-
onen garantiert, dann ist nach einer Iteration die Terminierung nach hochstens k Iterationen
garantiert und umgekehrt.

Lemma3.15: (VkO<k<m-1(VsseZ, =seZAf (9 cZ)).
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Beweis:

seZ,,=s€ZAf (52,

= Definition Z,, Mengenlehre

seZAf (BN M=seZa(VteZtef,(9=teZ)
= Programmfunktion der Sequenz

seZan Uf(t)SBAM =se ZA(Vte Z:te f () >te Z,)

te fp(s)

= Mengenlehre, Definition Z,
seZA(Vtef (9 f () cBAM)=seZA(Vte fo(9= f () BAM)

= Logik

true
°

Satz 3.16 (While-Regel): LP(LOOP,M) = ug .
Beweis. ug < LP(LOOP,M) gilt, weil LP(LOOP, M) ein Fixpunkt ist, die Menge der Fix-
punkte ein vollstandiger Verband ist und ug der kleinste Fixpunkt ist.

LP(LOOP,M) c ug: dieser Teil besagt, da3 LP(LOOP, M) tatsichlich der kleinste Fix-
punkt ist und damit kein anderer sein kann. (Dennwére LP(LOOP, M) ein anderer Fixpunkt,
miite LP(LOOP, M) eine echte Obermenge von ug sein. Aber eine Menge kann nicht
gleichzeitig Teilmenge und echte Obermenge einer anderen Menge sein.)

LP(LOOP,M) c ug

= Definition von LP

{seZ:f p(S) =M} cug
= Z-split, Lemma 3.14

Ufse Z, 1 floop () c MY u{se Z_ i f 50r (S) = M} < 119
k=0

= Mengenlehre, {se Z_: f ,n(9) = M} =C
(Vk:0<sksm:{se Z, : f oop(s) = M} c uQ)

= Rekursive Definition von LOOP und ug
(Vk:0<k<m:{se Z,: f- (9 =M} cU gy (D))

i=0

= |f-Regel
(Vk:0<k<m:{se Z,:C*(b()) N{S UCH(D(S)) N fp. 000 (5) = M} c U 9v (D))

= Sequenzregel
(Vk:0<k<m:i{se Z, :C(B(9) N{ UCB(S) N U frooe () =M} U g (@)

te fp(s) i=0
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Das wird durch Induktion Giber m bewiesen.
m=0:

{se Z,:CHb(sh) N{FuCT(B(sh N U froee(t) =M} cU gy (D)

te fp(s) i=0

= Definition von Z, und g,,

{se BAM :C(0(9) N{g UC (B N U fror® =M} < BAM UUgL, ()

te fp () i>2
= Mengenlehre

true

m>0:

(Vk:0<sk<m:{se Z, :C(b(s)) ~{S UCB(S) N U Froor(t) = M} < 10)

te fp(s)

= Z,-split, Mengenlehre, Logik
(Vk:0<k<smi{se Z, nB:CH(b(s) n{st uC*(b(s)) N U fLoor (t) =M} < ug) A
te fp (S)

(Vk:0<k<m:{se Z, "B:C*(b(s)) n{FUCB(S) N U frooe (t) =M} C 19)

te fp (s)
= Mengenlehre

(Vk:0<sk<sm:{se Z, nB: U f o0 () M} C 19) A

te fp(s)

(Vk:0<k<m:{se Z, "nB:{st = M} c u0)
= Induktionsvoraussetzung
(Vk:0<k<smi{se Z, nB: | f o0 (t) =M} c 1)

te fp(s)
= Indexverschiebung, V-split
(Vk:0<sk<sm-1:{se Z,,nB: |Jfopp®) cM}cug) A{se Z,nB: |Jfoor(t) =M} c g

te fp (3) te fp(s)

=mit Z,"nB=9J
(Vk:0<ksm-1:{se Z,,, nB: | f o0 (t) =M} c 1)

te fp (s)
= Mengenlehre

(Vk:0<sk<m-1:{se B:se Z,, A |Jf o0p(t) = M} < 1)

te fp ()

< Lemma 3.15, Mengenlehre

(Vk:0<k<m-1:{se B: f () c Z, A(Vte fo(9): foer(t) = M)} c 1Q)

= Mengenlehre

(Vk:0<k<m-1:(vVx:xe{se B: f (s) = Z, A(Vte fo(9): f oop (t) € M)} = Xe ug))
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= Mengenlehre

(Vk:0<k<m-1:(Vx:xe BA f (X) 2 Z, A(Vte fo(X): flooe(t) € M) = Xe ug))

< Induktionsvoraussetzung fur f .. () c M (wegente f (x), f,(X) = Z, und k <m)
(Vk:0<k<m-1:(Vx:xe BA f (X) € Z, A(Vte fo(X):te ug) = Xe ug))

= Mengenlehre, Definition ug

(Vk:0<k<m-1:(Vx:xe BA f (X) = Z, A fo(X) c ug = xe Uaw (@)

i20
= Mengenlehre, gy, (J) =9
(Vk:0<sk<sm-1:(Vxixe BAf (X) = Z, A fo(X) c ug = xe UgM (I (%))

i>1

= Mengenlehre, Definition g,,
(Vk:0sksm-1:(Vx:xe BA f (X)) = Z, A fo(X) cug= (Ji 21:xe BAMuUBN LP(P, g,,"(2)))))
= Mengenlehre, Logik, Definition g,,

(Vk:0<k<sm-1:(vx:xe BAf (X) = Z, A fo(X) c g = (Fi 21: xe LP(P,g,,"(2)))))
= Definition LP

(Vk:0<k<sm-1:(vx:xe BAf () cZ, A fo(X) cug= (Fi21:xe ZA fo(X) I ()
= Mengenlehre, B < Z wegen normaler Terminierung der Auswertung von b

(Vk:0<k<sm-1:(Vx:xe BA f (X cZ, A fo(X) cug= fp(x)gUgiM‘l(Q)))

= Indexverschiebung, Definition g,,
(Vk:0<k<m-1:(Vx:xe BA f (X) = Z, A fo(X) c ug = fp(X) € 19))
= Logik

true
°

Fur die schwéchste Vorbedingung der While-Schleife ergibt sich damit wp(LOOP, N) = uh,

wobei uh der kleinste Fixpunkt der Funktion hy (R) =—=bA NvbAwp(P,R) ist. Man kann
also die schwéchste Vorbedingung dadurch ermitteln, dal? man die Funktion h, wiederholt
anwendet, beginnend bei false, bis sich nichts mehr dndert bzw. bis man ein allgemeines
Schema erkennt. Auf Grund dieser Formulierung ergibt sich schon, dal3 dieses Verfahren
nicht immer funktioniert. Daher wird zum Korrektheitsbeweis von Schleifen nicht die
schwéchste Vorbedingung, sondern eine VC verwendet, die aus einer Schleifeninvarianten

und einer Terminierungsfunktion gebildet wird (siehe Abschnitt 3.4.1). In Abschnitt 4.2 wird
ein Verfahren vorgestellt, das versucht, die schwéachste Vorbedingung direkt zu ermitteln.

3.2.6 Nichtdeterministische Auswahl

Das Programm Nonpet P1 ¢ ... ¢ pn fUhrt genau eins der Programme p1 ... pn aus.
Die Endzustandsmenge eines Zustands, in dem NonDet gestartet wird, ist daher die Endzu-
standsmenge von P1 oder Endzustandsmenge von P2 oder ... oder Endzustandsmenge von Pn.
Fur die Programmfunktion ergibt sich damit
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(VS€ Z: frpou () =U fn(9))
Lemma 3.17 (NonDet-Regél): W||c=)1(P1<>---<>Pn, N) = (Vil<i <nwp(R,N)).
Beweis: zu zeigen ist LP(P0---0B,, M) = rn] LP(RP, M)

LP(RO---0P., M) -

= Definition LP

{s€ Z: fopa () € M}

= Definition f o«

{se Z:_LanPi (s) c M}

= Mengenlehre
{se Z(Vil<i<n:f,(s) = M)}

Zu zeigen bleibt

{seZ(Vil<i<nf (9 c M)}:rn]{se Z: (9 M)

i=1

= Mengenlehre

(Vxxe{seZ(Vil<i<nf,(9 < M)} = XErn]{se Z: T, () c M})

i=1
= Mengenlehre
(Vx:xe ZA(Vi:lsisn:f,(x)cM)=(Vi:l<i<n:xe ZA f,(X) = M))
= Logik

true
[ ]
Bemerkung: Auch hier sieht man wieder, wie rein formal hergeleitet wurde, was vielleicht
intuitiv nicht so einleuchtend ist: wenn nach der Ausfiihrung von P1 v ... v Pn N gelten soll,

muf3 vorher wp(P,,N) A ... A wp(P,, N) gelten.

3.3 Substitutionslemma fir wp

An dieser Stelle wird etwas vom eigentlichen Thema dieses Kapitels abgewichen. Es wird
dargestellt, unter welchen Voraussetzungen Lemma 2.9 auch fur die Funktion wp formuliert
werden kann. Das sind die Aussagen der beiden folgenden Lemmata. Die Beweise werden
jeweils durch Induktion Uber den Aufbau der Statements geftihrt und benutzen die wps der
entsprechenden Statements. Aus diesem Grund werden die beiden Lemmata an dieser Stelle
gebracht.

Lemma 2.9 gilt fur wp dann, wenn die zu substituierende Variable nicht verandert wird und
die durch das Programm S veranderten Variablen nicht im substituierten Ausdruck vorkom-
men.
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Lemma 3.18 (Substitutiondemma fur wp): Sei Sein Programm, N ein Pradikat, X und v
Variablen sowie e ein Ausdruck. Dann gilt

[trans(S,v) A (VX —trans(S, x) : xe free(e)) = (Wp(S,N): =wp(S), NJ)] .

Beweis:
Die Bedingung trans(S,v) ist notwendig, da eine Variable, die gedndert wird, nicht durch

einen Ausdruck ersetzt werden kann, bevor sie gedndert wird (S! ist dann im Allgemeinen

syntaktisch falsch und damit wird der ganze Ausdruck undefiniert. Falls der substituierte
Ausdruck eine Variable ist, kann Lemma 3.19 angewendet werden.). Aber diese Bedingung
aleine reicht noch nicht. Der Beweis fur die Notwendigkeit der anderen Bedingung erfolgt
Uber den induktiven Aufbau von S. Den Induktionsanfang bilden das Null-Statement und die
Wertzuweisung. Diese bildet auch den interessantesten Fall, weil dadurch Variablen verandert
werden. Dieser Teil des Beweises ist auch der aufwendigste. Das ist ein Beispiel fir einen
Induktionsbeweis, bei dem der Induktionsanfang schwieriger als der Induktionsschritt ist.

S=Null:

trans(Null,v) A (Vx: —trans(Null, x) : xe free(e)) = (wp(Null, N); = wp(Null}, N.))
= Transparenz, Null-Regel

[truea (VX: false: xe free(e)) = (N = N;)]

= Logik

true

S=z=1f,zist eine Variable und f ein Ausdruck: Zu zeigen ist
[trans(z:= f,v) A (VX:—trans(z:= f,x): xe free(e)) = (wp(z:= f,N); =wp((z:= f)., N.))]

Fall z=v (z=v bedeutet hier Gleichheit der Namen der Variablen z und v, nicht Gleichheit
der Werte; formal: z=v:=ze freg(v) Ave free(2)):
[trans(z:= f,v) A (VX:—trans(z:= f,x): xe freee)) = (wp(z:= f,N); =wp((z:= f)., N.))]

= Voraussetzung z =V

[trans(v:= f,V) A (VX:—trans(v = f,X) : xe free(e)) = (wp(v=f,N); =wp((v:= f):, NJ))]

= Transparenz
[false A (VX:—trans(v:= f,x): xe free(e)) = (wp(v= f,N), =wp((v:i= f),,N;))]
= Logik

true

Fal z#v:
[trans(z:= f,v) A (VX:—trans(z:= f,x): x¢ free(e)) = (wp(z:= f,N). =wp((z:= f).,N.))]

= Voraussetzung z # v
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[trans(z:= f,Vv) A (VX:—trans(z:= f,x): x¢ free(e)) = (wp(z:= f,N), =wp(z:= f.,N;))]
= Logik
[trans(z:= f,v) A(ze Var(e) v z¢ freg(e)) A (VX:—trans(z:= f,X): xe free(e))
= (wp(z:= f,N)! = wp(z:= £, N}))]
= Distributivitét, Logik
[(trans(z:= f,v) A ze free(e) A (VX:—trans(z:= f,x): xe free(e)) = (wp(z:= f,N): =wp(z:= f/,N.)))
(trans(z:= f,v) A z¢ free(e) A (Vx:—trans(z:= f,Xx): xe free(e)) = (wp(z:= f,N): =wp(z:= f.,N.)))]
= V-split
[(trans(z:= f,V) A ze free(e) A (VX:X=2A—trans(z = f,x):xe free(e)) A
(Vx:x# za—trans(z:= f,x): xe free(e)) = (wp(z:= f,N). =wp(z:= f;/,NJ)) A
(trans(z:= f,v) A ze free(e) A (Vx:—trans(z:= f,x): xe free(e)) = (wp(z:= f,N), =wp(z:= f.',N.)))]
= one-point rule
[(trans(z = f,v) A ze free(e) A (—trans(z= f,2) = z¢ free(e)) A
(Vx:x# za—trans(z:= f,x): xe free(e)) = (wWp(z:= f,N). =wp(z:= f;/,NJ)) A

(trans(z:= f,v) A ze free(e) A (Vx:—trans(z:= f,x): xe free(e)) = (wp(z:= f,N); =wp(z:= f.',N.)))]
= Transparenz
[(trans(z = f,v) A ze free(e) A (—false= z¢ free(e)) A

(Vx:x# zan—trans(z:= f,x): xe free(e)) = (wp(z:= f,N). =wp(z:= f;/,NJ)) A
(trans(z:= f,v) A ze free(e) A (Vx:—trans(z:= f,x): xe free(e)) = (wp(z:= f,N); =wp(z:= f.',N.)))]
= Logik
[(trans(z:= f,v) A falsea (VX:X# zA—trans(z:= f,Xx): xe free€)) = (wp(z:= f,N): =wp(z:= f.',N})
(trans(z:= f,v) A z¢ free(e) A (Vx:—trans(z:= f,x): xe free(e)) = (Wp(z:= f,N): =wp(z:= f.;,N.)))]
= Logik

[truen (trans(z:= f,v) A z¢ free(e) A (VX:—trans(z:= f,X): xe free(e))

= (wWp(z:= f,N)¢ =wp(z:= f.',N.)))]

= Logik, Zuweisungs-Regel

[trans(z= f,v) A zg free(e) A (VX:—trans(z:= f,x): xe free(e)) = ((N7) E(NZ)ZV)]
= Substitutionslemma

[trans(z:= f,v) A zg free(e) A (Vx:—trans(z:= f,x): xe free(e)) = (N, = N2* )]
= wegen z¢ Var(e) )
[trans(z:= f,v) A ze free(e) a(Vx:—trans(z:= f,x): xe free()) = (N7, = NJ7,)]
= Logik

true

Induktionsschritt:

Unter der Annahme, dal3 das Lemma fur S1,..., Shgilt, ist zu zeigen, dal3 es dann auch fir aus
Sl,..., S zusammengesetzte Anweisungen gilt. Das muf3 fir alle zusammengesetzten Anwel-

50



3 Verifikationsbedingungen

sungen durchgefihrt werden, was auRerst langwierig, aber nicht schwierig ist. Daher wird
dieser Tell weggelassen.
[ ]

Lemma 3.19 (Substitutiondemma fur wp): Fir eine Variable w mit we Var (S) U free(N)
gilt [Wh(S,N)S = wp(S,N)].

Beweis: analog zum vorigen Beweis; es wird nur der interessante Fall der Zuweisung x := e
betrachtet und danach unterschieden, ob die Variable x dieselbe wie g ist oder nicht.

Fall x=g:zuzeigenist wp(g:=¢,N)J =wp((g:=€)J,N?)
wp(g:=¢N);,
= Zuweisungsregel
(N
= Substitutionslemma 2.12
N
= Substitutionslemma 2.12, we free(N)
(NS
= Zuweisungsregel
wp(w:=ej, Ny)

wp((g =€)y, Ny)

Fall x# g: zuzeigenist wp(x:=e,/N)J =wp((x:=€)J,N?)
wp(x:=¢e,N)J
= Zuweisungsregel
(NSw
= Substitutionslemma

g
ed,w

= Substitutionslemma, x=w (falls x=w, ware we Var(S) im Gegensatz zur
V oraussetzung)

(N9

= Zuweisungsregel
wp(x = €, N&)

= wegen X # g

wp((x:=€);,, Ny)
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3.4 Approximierte Verifikationsbedingungen

3.4.1 While-Schleifen

Es werden nur terminierende While-Schleifen betrachtet. Fir die Verifikation von While-
Schleifen verwendet man eine Invariante J und eine Terminierungsfunktion t. J ist ein Préadi-
kat, das an einer bestimmten Stelle im Schleifenrumpf bel jeder Iteration gilt (0.B.d.A. am
Anfang des Rumpfes), sowie vor Betreten und nach Verlassen der Schleife. t ist eine nach
unten beschrankte Funktion der Programmvariablen, die mit jeder Iteration kleiner wird, d.h. t
ist eine Funktion von der Menge W der Werte der Variablen (Definition 2.15) in die naturli-
chen Zahlen, also te N" . Dadurch wird die Terminierung garantiert. (In der Mathematik gibt
es zwar unendliche absteigende Ketten auf R und Z, doch nicht auf dem endlichen Bereich
der Zahlen im Rechner). Die annotierte While-Schleife sieht dann so aus:

-- Pre: V

-- Inv: J

-- Term: t
while b loop

--JdAbAt =T
P

--JdJd At < T
end loop;

Daraus ergibt sich, dal3 die VC die Konjunktion der folgenden 5 Implikationen ist [G81: 145]:
[V =1J]
[J Ab= wp(P,J)]
[JA—=b= N]
[JAb=t>0]
[JAbAt=T = wp(P,t <T)], wobei T eine neue Variable ist

Diese Bedingung ist nach dem Substitutionslemma aquivalent zu [J Ab = wp(P,t <T)/].

Bemerkung: [J Ab= wp(P,t <T)!] kann nicht durch Substitution von t fir T vereinfacht
werden, da die Voraussetzung des Substitutionslemmas fir wp nicht erfallt ist, denn t wird
durch P veréndert (sonst gabe es keine Terminierung). Dann mui3 es mindestens 1 Variable in
t geben, die durch P verandert wird, also (3v:ve free(t): —trans(P,v)), was quivalent zu
—(Vv:—trans(P,v) :ve free(t)) ist.

Wenn man substituieren konnte, bekéme man als 5. Bedingung

(JAb=wp(PT,t<1)) = (J Ab= wp(P", false)) = (J Ab = false) = —~(J AD).

DaR diese 5 Bedingungen wirklich die Korrektheit der Schleife implizieren, mu3 natirlich
beweisen werden. Fur den Beweis braucht man das Invarianztheorem (Main Repetition Theo-
rem [DS90: 180-182)]). Es besagt folgendes: falls t nach unten beschrénkt ist und mit jedem
Schleifendurchlauf kleiner wird und J innerhalb der Schleife invariant ist, so gilt: nach Start in
einem Zustand, in dem J erfillt ist, terminiert die Schleife in einem Zustand, in dem J erfillt
ist und b nicht. Das Invarianztheorem ist der wesentliche Bestandteil des Beweises. Es wird
hier einfach verwendet, ohne dal3 der Beweis noch einmal gefuhrt wird.
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Satz 3.20 (Invarianztheorem):

[JAD=t20A(VT[IAbAt=T = wp(P,JAt<T)]) =[J = wp(LOOP, J A —b)]

Satz 3.21 (While-K orrektheit):
(3J e Rp(PS),te NV : [V = J]A[J A=b= N] A
[JAb=Wp(P,)]A[JADb=t20IA[JADAt=T = wp(P,t<T)]) =
[V = wp(LOOP, N)]

Bemerkung: J und t missen gefunden werden. Wenn es ein Pradikat J und eine Funktion t
mit den geforderten Eigenschaften gibt, ist die Schleife korrekt. Daher missen J und t exi-
stenzquantifiziert werden.

Beweis:

(3J e Rp(PS),te NV : [V = J]A[J A=b= N] A
[JAb=Wp(P,)]A[JADb=t20lA[JADAt=T = wp(P,t<T)]) =
[V = wp(LOOP, N)]

= Logik (@x:P(x)) = R) =(Vx: P(X) = R)

(VJe Rp(PS),te NV [V = J]A[JA—=b= N]A
[JAb=WwWp(P,I)]A[JADb=t20lA[IJADAL=T = wp(P,t<T)]=
[V = wp(LOOP,N)])
< Logik (Vx:P(X) A (VX: R(X)) = (VX: P(X) A R(X)),

((Wx: P(X)) = (VXx: R(X)) & (Vx: P(X) = R(x))
(VJe Rp(PS),te NV :[(V=J)A(JA—b= N)A
(JAb=wWp(P,IDA ADb=t20A(JADAL=T = wp(P,t<T)) =
(V = wp(LOOP,N))])

= Portation
(VI e Rp(PS),te NV :[(V=J)A(JA=b= N) A

(JAb=wWp(P,ID)A(JAb=t20A(JAbAt=T = wWp(P,t<T))AV =
wp(LOOP, N)])

= Modus ponens

(VJe Rp(PS),te NV :[VAJA(JA=b= N)A
(JAb=>wWp(P,IDA ADb=t20A(JADAL=T = wp(P,t<T)) =
wp(LOOP, N)])

< Logik

(VJe Rp(PS),te NV :[VAJA(JA=b= N)A
(JAbAt=T=wWp(P,I)AQ Ab=2t>20A(JAbAt=T = wp(P,t<T))=
wp(LOOP, N)])

= Konjunktivitét
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(VI e Rp(PS),te NV :[VAJA(JA=D= N)A
(IJAbAt=T=>wp(P,IJAt<T)A(JAb=1t>20)=
wp(LOOP, N)])

< Invarianztheorem
[(JAbAt=T=>wWp(P,JAt<T)A(JAb=1t>0)]=[J = wp(LOOP, J A =b)]

(VI e Rp(PS),te NV :[VAJA(J A=b= N)A(J = wp(LOOP,J A —b) =
wp(LOOP, N)])

= Modus ponens

(VI e Rp(PS),te NV :[VAJA(JA—=b= N)Awp(LOOP,J A —b) = wp(LOOP, N)])
< Monotonie von wp

(VJe Rp(PS),te NV :[V A J A (Wp(LOOP, J A —b) = wp(LOOP, N)) A
wp(LOOP, J A —b) =wp(LOOP, N)])

= Modus ponens

(VI e Rp(PS),te NV :[V A J Awp(LOOP,N) A Wwp(LOOP, J A —b) = wp(LOOP, N)])
= Logik

true
°

Dal’ zum Korrektheitsbewels tatsachlich alle 5 Kriterien notwendig sind, sieht man an den
folgenden Beispielen nicht korrekter Schleifen. In jedem Beispiel kann man 4 Kriterien zei-
gen, das 5. nicht.

1. tist nicht nach unten beschrankt

--1 Pre: i = 1;

--! Inv: true;

--1 Term: - 1i;

while 1 > 0 loop i := i + 1; end loop;
--1 Post: 1 <= 0;

Die Schleife terminiert nicht und ist damit nicht korrekt. Alle Kriterien auf3er der Beschrénkt-
heit von t kbnnen gezeigt werden.

e t ist nach unten beschrankt: [i > 0 A true= —i > 0] = false

etnimmtab: [i >0= wp(tli=—i;i =i+1-i <t)]=[i >0= —(i +1) < —i] =true.

e | gilt vor Eintritt der Schleife: [i =1= true] =true.

e | gilt nach Verlassen der Schleife: [truea —i >0=i < 0] =true.

e | ist invariant: [trueai >0= wp(i :=i+1true)] =[i > 0= true] =true.

2. t nimmt nicht ab.

--1 Pre: i = 1;

--! Inv: true;

--1 Term: 1i;

while 1 > 0 loop i := i + 1; end loop;
--1 Post: 1 <= 0;
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Die Schleife terminiert nicht und ist damit nicht korrekt. Alle Kriterien auf3er der Abnahme
von t kénnen gezeigt werden.

e t ist nach unten beschrankt: [i >0 Atrue=i > 0] =true.

o t nimmt ab: [trueAi >0=wp(tl=i;i=i+Li<t)]=[i>0=i+1l<i]= false

e | gilt vor Eintritt der Schleife: [i =1= true] =true.

e | gilt nach verlassen der Schleife: [truea—i >0=1i < 0] =true.

e | ist invariant: [trueAi >0= wp(i :=i+1true)] =[i > 0= true] =true.

3. | gilt nicht vor Eintritt der Schleife.

--1 Pre: i = 1;

--! Inv: i < 0;

--1 Term: 1i;

while 1 > 0 loop i := i - 1; end loop;

--1 Post: 1 < 0;

Die Schleife ist nicht korrekt, da nach der Terminierung nicht die Nachbedingung gilt. Alle
Kriterien auf3er der Guiltigkeit von | vor Eintritt der Schleife kbnnen gezeigt werden.

e t ist nach unten beschrankt: [i >0Ai<0=i>0]=[false=i > 0] =true.

e t nimmt ab:
[[>0Ai<0=wp(tl=i;i=i-1i<t)]=
[ false= wp(tl:=i;i =i-1i <tl)] =true

e | gilt vor Eintritt der Schleife: [i =1=i < (0] = false
e | gilt nach verlassen der Schleife; [ <OA—i >0=1i < 0] =true.
e | ist invariant:
[I<OAIi>0=wp(i=i-Li<0)]=[fase= wp(i :=i—-1i <0)] =true.

4. Nach Verlassen der Schleife gilt | nicht.

--1 Pre: i = 1;

--! Inv: i <= 1;

--1 Term: 1i;

while 1 > 0 loop i := i - 1; end loop;

--1 Post: 1 < 0;

Die Schleife ist nicht korrekt, da nach der Terminierung nicht die Nachbedingung gilt. Alle
Kriterien auf3er der Guiltigkeit von | nach Verlassen der Schleife kdnnen gezeigt werden.

e t ist nach unten beschrankt: [i >0Ai<1=i>0]=[i=1=1i>0] =true.

etnimmtab: [i >0Ai<l=wp(tl=ii=i-li<t)]=[i=1=i-1<i]=true

e | gilt vor Eintritt der Schleife: [i =1=i <1] =true

e | gilt nach verlassen der Schleife: [i <1A—i >0=1<0] = false

e listinvariant: [i <1IAi>0=wp(i=i-Li<D]=[i=1=i-1<]] =true

5.l ist nicht invariant.

--1 Pre: i = 1;

--! Inv: i <> 0 ;

--1 Term: 1i;

while 1 > 0 loop i := i - 1; end loop;
--1 Post: 1 < 0;
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Die Schleife ist nicht korrekt, da nach der Terminierung nicht die Nachbedingung gilt. Alle
Kriterien auf3er der Invarianz von | kénnen gezeigt werden.

e t ist nach unten beschrankt: [i >0Ai #0=i>0] =true.
etnimmtab: [i >0Ai 0= wp(tl=i;i=i-1i<tl)]=[i >0=i-1<i] =true.
e | gilt vor Eintritt der Schleife; [i =1=i # 0] =true.
e | gilt nach Verlassen der Schleife: [i #0A—i >0=1i < 0] =true.
elistinvariant: [i#0Ai>0=wp(i=i-Li#0)]=[i>0=i=1 = false

[ ]

Satz 3.21 besagt, dal3 eine Schleife korrekt ist, wenn es ein Pradikat J und eine Funktion t mit
den geforderten Eigenschaften gibt. Das ist eine Implikation, bei der sich die Frage stellt, ob
auch die Umkehrung gilt, und wenn nein, warum nicht. Hier gilt die Umkehrung fast, d.h. bis
auf eine in der Praxis unbedeutende Ausnahme, die man aber beachten mui3. Die Ausnahme,
die ausgeschlossen werden muf3, besteht darin, dal? die Vorbedingung konstant false ist. Nach
Definition der Korrektheit ist jedes Programm mit einer solchen Vorbedingung korrekt, d.h.
auch nichtterminierende Schleifen.
Beispid:

-- false

while true loop

null;

end loop;
-- N

So eine Schleife ist zwar korrekt, aber nicht terminierend. Damit lautet die Umkehrung von
Satz 3.21 verbal: zu jeder korrekten Schleife gibt es eine Invariante und eine Terminierungs-

funktion unter der Voraussetzung, daR die Vorbedingung V nicht false ist, d.h. C*(V) Q.
Diese Voraussetzung gilt fir den Rest dieses Abschnitts. Eine Invariante ist wp(LOOP, N)

und eine Terminierungsfunktion ist die Anzahl der noch zu durchlaufenden Iteraionen, die
bei einer korrekten Schleife endlich und nicht negativ ist, und bei jeder Iteration verringert
wird. Das ist die Aussage des folgenden Satzes, der bis auf die oben erwdhnte Ausnahme ge-
nau die Umkehrung von Satz 3.21 ist. Zum Beweis bendtigt man, dal3 wp(LOOP, N) inner-

halb der Schleife invariant ist [F93], und folgende Lemmata:

Lemma 3.22: [wp(LOOP,N) A—=b = N].

Beweis: zu zeigen ist LP(LOOP,M)"Bc M .
LP(LOOP,M)NBc M

= While-Regel, kleinster Fixpunkt
Ug, @)nBcM

i20
= Mengenlehre

(vxe Z:xe |Jg,, (@) B = xe M)

i>0

= Mengenlehre
(VxeZ@i=0xeg), (D) ArxeB=xe M)

= Skolemisierung
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(Vxe Z:(Vi=20xeg, (D)Axe B= xe M))
= V-split
(Vxe Z:(xe g (D) A xe B= xe M) A (Vi 21: xe g, () A xe B= xe M))

(Vxe Z:(xe B Axe B= xe M)A (Vi 21: xe g}, () A xe B= xe M))
= Logik
(Vxe Z:(falsean xe B= xe M) A (Vi 21: xe g}, () A xe B= xe M))
= Logik
(Vxe Z:(Vi21: xe g}, () A xe B= xe M))
(Vxe Z:(Vi=0:xe g, (g, (D)) A xe B= xe M))
= Definition g,,
(Vxe Z:(Vi20:xe BAM UBNLP(P, g, (@) A xe B= xe M))
= Mengenlehre
(Vxe Z:(Vi20:(xe BAaxe M v xe BNLP(P, g}, (3))) A xe B= xe M))
= Logik
(Vxe Z:(Vi20:xe Baxe M v xe BNLP(P,g!, (D)) A xe B= xe M))
= Logik
(Vxe Z:(Vi=0:(xe BAxe M v false) = xe M))
= Logik
true
Lemma323: ZcZ =wp(P,ZcZ, ,).

Beweis;
ZcZ =wp(P,Z2cZ,,)

= Mengenlehre
(VtezZteZ,)=wp(P,(VteZite Z, ,))
= Konjunktivitét
(VtezZiteZz,)=(VteZwp(P,te Z, ,))
< Logik

(VteZteZ, =wp(P,teZ, )))

= Mengenlehre, Definition von wp

(VtezZ:C*(teZ,)=LP(P,C*(teZ_)))
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= Mengenlehre, Definition von LP

Z ={sezZf.(9cZ }

= Mengenlehre

(VteZiteZ =teZaf (t)cZ, )

=Lemma3.15

true
°

Lemma3.24: [b=—(Z c Z,)]A[bv-N=—(Z c Z,)].

Beweis: (das 1. Konjunkt wird durch die folgende Implikationskette gezeigt; das 2. Konjunkt
wird durch die Aquivalenzkette gezeigt, die in der 3. Zeile des Beweises beginnt)
b

= Logik

bv =N

= De Morgan
—(—bA N)

= Logik

—(true= —bA N)
= |somorphie
—(C*(true) c C ' (=b A N))
= |somorphie
—~(Zc BN M)

= Definition von Z,

_‘(Z - Zo)

Lemma 3.25: [V = wp(LOOP,N)] = (Fk=20:Z c Z,) .
Beweis:
C*(V) c LP(LOOP,M) = (Fk>0:Z c Z,)
= While-Regel

C‘l(\/)gUg‘M(Q)i(EIkZO:Z cZ)
i20
= Mengenlehre, Lemma 3.11
@Fi>0:C'\V)cgy, (@)= GFk=0:Z2cZ)

= Logik

(Viz0:C'(V)cg;, (@)= (Fk=>0:Zc2Z))
Das wird durch Induktion tber i bewiesen:
i =0 (unter Verwendung von Zustandsmengen):

C*(V) c g5 (D)
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C'\V)c D
= Voraussetzung C (V) # @
false
= Logik
(Fk=0zcz)
i —i+1 (unter Verwendung von Pradikaten): V oraussetzung
[V = h(fase)] = (Fk>0:Z c Z,)
= Everywhere-Operator, Logik
(Vfree(V) U free(hy (false)): =V v hy (false)) = (Fk >0:Z = Z,)
= Logik
(Ffree(V) U free(hy, (false)): =V v hy (false) = Tk >0:Z = Z,))
= Logik
(Ifree(V) L free(hy, (false)): (wV = (Fk=0:Z = Z,)) A

(hy (false) = (Fk>0:Z = Z,)))
Zu zeigen ist

(Ifree(V) L free(hy(false)): (=V = 3k =0:Z c Z)) A
(hy*(false) = (Fk=0:Z < Z,)))
Also
(3free(V) L free(h, (false)): (wV = 3k =0:Z c Z,)) A
(hy (false) = (Fk>0:Z < Z,)))
= (3free(V) U free(h*(false)): (wV = (Fk=0:Z c Z,)) A
(hi*(false) = (Fk=0:Z < Z,)))

= Skolemisierung, gebundene Umbenennung

(Viree(V) U free(hy (false)): (=V = 3k =0:Z c Z,)) A
(hy (false) = (Fk>0:Z = Z,))
= (3free’ (V) L free'(h*(false)): (=V = (Fk=0:Z c Z,)) A
(hy*(false) = (Fk>0:Z = Z,))))

< Logik, Everywhere-Operator
[(wV = @k=0:ZcZ))A(hy(false)= Tk =0:Z c Z,))
= (=V=3k>20:ZcZ))A(h*(false) = 3Tk >0:Z < Z,))]

= Logik
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[(-V = 3k=0:Zc Z)) A (hy(false) = (Fk=0:Z c Z,))
= (hi*(false) = (3k=0:Z c Z,))]
< Logik
[(hy (false) = (Fk=20:Z = Z,)) = (hy'(false) = (Fk = 0:Z = Z,))]

Jetzt ist h*(false) = (FIk>0:Z < Z,) zu zeigen unter der Voraussetzung
hy(false) = (3k>0:Z2c Z,):

hy*(false)

hy (hy, (false))

= Definition von h,

—b A NvbAwp(P,h, (false))
= Voraussetzung, Monotonie

—bANvVDbAwp(P,(3k>0:Zc Z,))

= Starke Digjunktivitét, {Z,} ist eine endliche Kette
—bANVbA@EFKZ0:wp(P,Zc Z,))

=Lemma3.23

—bANVbA(FKk=20:ZcZ,,))

= Lemma 3.24 (2. Konjunkt negiert, 1. Konjunkt), Indexverschiebung
ZcZ,v—ZcZyA(Fk21:Z2Z,)

= Logik

ZcZ,v(EFk=z21:Z2cZ)

= J3-gplit

(FK=0:2cZz)

Satz 3.26 (While-K orrektheit):

[V = wp(LOOP,N)] =

(3J e Rp(PS),te NV :[V = J]A[J A=b= N] A
[JAb=Wp(P,DIA[JADb=t20lA[IJAbAL=T = wp(P,t <T)])
Beweis:

[V = wp(LOOP,N)] =

(3J e Rp(PS),te NV :[V = J]A[J A=b= N] A
[JAb=Wp(P,DIA[JADb=t20lA[IJAbAL=T = wp(P,t <T)])
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= mit J = wp(LOOP, N)

[V = wp(LOOP,N)] =

(3te NV : [V = wp(LOOP, N)] A[wp(LOOP, N) A —=b = N] A

[wp(LOOP, N) A b = wp(P, wp(LOOP, N))] A

[Wp(LOOP,N)Ab=1t>0] A[Wp(LOOP,N) AbAt=T = wp(P,t <T)])

= Logik

[V = wp(LOOP,N)] =

[V = wp(LOOP, N)] A[wp(LOOP,N) A—=b = N] A

[wp(LOOP, N) A b = wp(P, wp(LOOP, N))] A

(3te NV :[wp(LOOP,N) Ab =t > 0] A[Wp(LOOP,N) AbAt =T = wp(P,t <T)])

= Logik

[V = wp(LOOP,N)] =

[wp(LOOP,N) A—=b = N] A

[wp(LOOP, N) A b = wp(P, wp(LOOP, N))] A

(3te NV :[wp(LOOP,N) Ab =t > 0] A[Wp(LOOP,N) AbAt =T = wp(P,t <T)])

= mit wp(LOOP, N) ist innerhalb der Schleife invariant [F93]

[V = wp(LOOP,N)] =

[Wp(LOOP,N) A—=b = N] A

(3te NV :[wp(LOOP,N) Ab =t > 0] A[Wwp(LOOP,N) AbAt =T = wp(P,t <T)])
=Lemma 3.22

[V = wp(LOOP,N)] =

(3te NV :[wp(LOOP,N) Ab=t > 0] A[WP(LOOP,N) AbAt=T = wp(P,t <T)])
=mit t=min{k >0.Z c Z,} , was wegen der Voraussetzung [V = wp(LOOP, N)] und

Lemma 3.25 existiert
[V = wp(LOOP, N)] = [wp(LOOP,N) Ab=min{k>0.Z c Z,} 2 0] A
[WPp(LOOP,N) AbAamin{k>20Zc Z,} =T=wp(P,mn{k>0Zc Z,} <T)]

= Definition von min

[V = wp(LOOP, N)] = [wp(LOOP, N) Ab = true] A

[Wp(LOOP,N) AbA(VU0ST<U:Zc Z,)AZcZ, = Wp(P,(Fk0<k < T:Z c Z,))]

< Logik, Schwache Disjunktivitat

[V = wp(LOOP,N)] =

[Wp(LOOP,N) AbA(VUOST<SU:Zc Z))AZcZ;, = (FKO<Kk <T:wp(P,Z < Z,))]

< Lemma 3.24 (1. Konjunkt)

[V = wp(LOOP,N)] =

[Wp(LOOP, N) AbA (VU 0STSU:ZC Z))A—(ZCZ)AZC Z, = (FkO< k < T:wp(P,Z < Z,))]
< Logik
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[V = wp(LOOP,N)] =

[Wp(LOOP,N) AbA(VUOST<SU:ZCc Z))AZCZ; AT21= (FKO<Kk<T:wp(P,Z c Z,))]
=mitk=T-1
[V = wp(LOOP,N)] =

[WPp(LOOP,N) AbA(VUOSTSU:ZC Z))AZCZ AT21=0ST-1<T AawWp(P,Z c Z; )]
= Logik
[V = wp(LOOP,N)] =

[Wp(LOOP,N) AbA(VUOST<SU:ZCc Z))AZCZ; AT 21 wWp(P,Z c Z; )]

= Lemma 3.23
[V = wp(LOOP,N)] =

[Wp(LOOP,N) AbA (VU0 T<U:Zc Z)) AawWp(P,ZC Z, ) AT 21= wp(P,Z c Z;_,)]
= Logik
true

[ ]

Bemerkung: Die Sétze 3.21 und 3.26 bedeuten, dai die Existenz von Invariante und Termi-
nierungsfunktion aquivalent zur Korrektheit der Schleife sind. Damit ist die Existenz von In-
variante und Terminierungsfunktion eine exakte VC. Doch bei der Verifikation von Schleifen
geht man von einer konkreten Invarianten und Terminierungsfunktion aus, und die damit ge-

bildeten VCs sind approximierte VCs. Das kann man auch formal zeigen. Dazu sei P ein
zweistelliges Prédikat Uber Pradikaten 1. Ordnung und Funktionen. P(1,t) bedeutet, daf3 |

Invariante und t Terminierungsfunktion einer Schleife sind, d.h. die 5 Bedingungen von Satz
3.21 erflllen. K bezeichne die Korrektheit der Schleife (die Vorbedingung der Schleife soll
nicht konstant false sein). Damit lautet die Konjunktion der Sdtze 3.21 und 3.26:
@3x, f: P(X, f)) =K. Die konkrete, gegebene Invariante und Terminierungsfunktion der

Schleife seien | und t, die VC lautet damit P(l,t), d.h. die Gultigkeit der VC impliziert die
Korrektheit P(I,t) = K. Damit ist aber die VC noch keine exakte VC, d.h. es gilt nicht un-
bedingt K = P(I,t).

Bewei s durch Widerspruch: angenommen, unter den Voraussetzungen (3IX, f : P(X, f)) =K
und P(l,t) = K gelte K = P(l,t), d.h.

(BX, f:P(X,f)=K)A(P(I,t) = K) = (K = P(l,t))

= Subgtitution

(P(I,t) = (3X, f:P(X, 1)) = (3X, f:P(X, f))= P(l,t))
= Logik

true= ((3X, f : P(X, f)) = P(I,1))

Das gilt nicht unbedingt. Damit ist verdeutlicht, daf3 die 5 Konjunkte in der Voraussetzung
von Satz 3.21 eine approximierte und im Allgemeinen keine exakte VC sind.
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3.4.2 For-Schleifen

For-Schleifen kann man als spezielle While-Schleifen betrachten. Es stellt sich daher die
Frage, warum man Uberhaupt eine Beweisregel fur For-Schleifen herleiten sollte.

1. In Ada und anderen imperativen / prozeduralen Programmiersprachen gibt esim All-
gemeinen For-Schleifen. Dann kénnte man aber beim Beweis von For-Schleifen in-
tern eine Transformation in eine While-Schleife vornehmen und mit der Beweisregel
fur While-Schleifen die For-Schleife beweisen.

2. Damit nutzt man aber nicht die speziellen Eigenschaften der For-Schleife aus. Das ist
etwa analog zu einem numerischen Verfahren zur Losung linearer Gleichungssyste-
me, die ein Spezialfall von nicht linearen Gleichungssystemen sind. Zur Losung ei-
nes linearen Gleichungssystems kann man ein Verfahren zur Lésung eines nicht li-
nearen Gleichungssystems verwenden, wobei man die Linearitét , verschenkt”. Ein
spezielles Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems ergibt sich auch
nicht automatisch durch Modifikation des Verfahrens zur Lésung eines nicht linearen
Gleichungssystems, sondern ist ein eigenes Verfahren. Durch Ausnutzung der einfa-
cheren Struktur linearer Gleichungen vereinfacht sich das Verfahren und Sétze sowie
Beweise dieser Sétze Uiber das Verfahren. Genauso ist es auch hier.

Es gibt eine Beweisregel von Hoare [H72], die in der Literatur nicht weiter verfolgt wurde
und einige Nachteile hat:

1. keine Berticksichtigung der leeren Schleife
2. Die Invariante ist ein Pradikat Uber einem Intervall P([a...i]) vom ersten Wert a der
Schleifenvariablen bis zum aktuellen Wert i. Vor Ausfihrung der Schleife gilt das
leere Intervall P([]). Dabei ist nicht klar, wie das entsprechende Pradikat lautet. Man
konnte z.B. P([a...pred(a)]) nehmen, was oft funktioniert, wenn man mit ganzen
Zahlen zu tun hat. Dabei kann es aber Schwierigkeiten bei Aufzéhlungstypen geben,
wenn pred(a) nicht definiert ist.
3. Die Invariante ist wegen der Anschluf3bedingung am Anfang schwer zu finden, wie
das folgende Beispiel zeigt [W98]:
--V: x =5
for i in 1 .. 10 loop
X := 1;
-~ P: 2?7
end loop;
-- N: x = 10;
4. In der Invarianten darf nicht die Schleifenvariable vorkommen.

Eine einfache und offensichtliche Invariante fur das Beispiel in Punkt 3 wére x =i, was we-
gen Punkt 4 nicht zuldssig ist. AulRerdem paldt damit die Anschluf3bedingung am Anfang
nicht. Alle 4 Nachteile werden durch den folgenden Ansatz beseitigt.

3.4.2.1 Aufwartszahlende For-Schleifen
Eine aufwartszahlende For-Schleife hat die Form

-- Vv

for I in A .. B loop
S;
-- P

end loop;

-- N
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Dabei ist | die Schleifenvariable, A und B die Schleifengrenzen, V und N sind Vor- bzw.
Nachbedingung und P ist die Invariante. Weder | noch A und B werden im Schleifenrumpf S
geéndert, und es wird vorausgesetzt, dald Sterminiert und bei Auswertung von A und B sowie
S keine Seiteneffekte auftreten. Im Allgemeinen kommt | in P und/oder S vor, d.h. es wird
lesend auf | zugegriffen. Aul3erdem ist | nach Ende der Schleife nicht mehr sichtbar. Das be-
deutet insbesondere, dai3 | in der Nachbedingung N nicht vorkommen darf.

Bemerkung: A und B sind Ausdriicke eines diskreten Typs, auf dem die Funktionen pred
(Vorganger, auRer am unteren Rand) und succ (Nachfolger, auf3er am oberen Rand) definiert
sind. Auf einem Integer-Typ entsprechen diese Funktionen +1 und -1. Im Folgenden wird fir
pred(A) und succ(A) A+1 bzw. A-1 geschrieben, um die Formeln kirzer zu halten. In

diesem Abschnitt ist mit For-Schleife immer eine aufwartszahlende For-Schleife gemeint.
[ ]

Die Semantik der For-Schleifeist [TD95: 112]:

Die Schleifenvariable bekommt den ersten Wert des zu durchlaufenden Bereiches zugewie-
sen. Fur jeden Wert des Bereiches wird der Schleifenrumpf S ausgefiihrt. Nach jeder Ausfih-
rung von S wird der Schleifenvariablen der néchste Wert des Bereiches zugewiesen. Nach
Ausfuhrung der Schleife ist | nicht mehr sichtbar. Falls der zu durchlaufenden Bereich leer ist,

wird der Schleifenrumpf gar nicht ausgefihrt. Damit ist [W98]
FOR= SriSaiSha-- Sk ;S fallsA<B
NULL, fallsA>B

Mit den Zusicherungen sieht die aufgerollte Schleife dann so aus:

Daraus kann man die folgenden Implikationen fur den Fall A < B ablesen:

[V = Wp(S,IA’ PAI\ )] ! [PAI\ = Wp(S,IA+1’ PAI\+1)] ! [PAI\+2 = Wp(S,IA+2’ PAI\+2)] ! Ty
[Ps, = wp(S,,Pi)], [Py = N]. Fir A> B gilt [V = N]. Damit erhdlt man folgende Be-
weisregel:

[A<B= (V= wWp(S,, POIAL(Y] : A+1< j<B:PL, = wp(S), P/ DIA[(Ps = N)I A
[A>B= (V= N)]

Das kann aquivalent umgeformt werden in die folgende Konjunktion mit 4 Konjunkten:
[(ASBAV = wWp(S,,P))A(ASBA(Vj: A+1< j<B:P, = wp(S/,P') A
(ASBAP! = N)A(A>BAV = N)]

Im 2. Konjunkt kann man A < B weglassen und erhalt
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Satz 3.27 (For-Regel):
[(ASBAV = wWp(S,,P)) A (Vj: A+1< j<B:P, = wp(S/,P')) A
(A<SBAP! = N)A(A>BAV)= N]

ist eine VC fur For-Schleifen. (Auf die 4 Konjunkte wird in den Beispielen mit (1), (2), (3)
und (4) verwiesen.)

Beweis: zu zeigen ist, dal3 die For-Regel die Korrektheit der For-Schleife impliziert, also
[(A<SBAV =wp(S,,P)) A (Vj: A+1< < BIP, = wp(S/,P/)) A

(A<BAP; = N)A(A>BAV = N)|=[V = wp(FOR,N)]

[(A<SBAV =wp(S,,P)) A (Vj: A+1< < BIP, = wp(S/, P/)) A

(A<BAP; = N)A(A>BAV = N)|=[V = wp(FOR,N)]

= Logik

[ASBA( = wWp(S,,Py)) A(VjiiA+1< j<BP, = wp(S,P' ) A(P; = N)]v
[A>BA = N)]=[V = wp(FOR,N)]

= Logik, Definition FOR

([A<BANV =wWp(S,,Py)) A(Vii:A+1< j<BP, = wp(S|,P')) A(P; = N)|=

[V = WD(S4; Spori Sasai-+ Sai S NI A
[A>BA (V= N)]=[V = wp(NULL, N)])

= Null-Regel, Logik

[ASBA N = wWp(S,,Pa)) A(Vj:A+1< j<BP, = wp(S,P)) A (P = N)|=
[V = Wp(S4; Sa,1i Savzie-+ Spai Se Nl

< Logik

[ASBA N = wWp(S,, Pa)) A (Vi A+1< J<BP, = wp(S) P ) A(P; = N)=
(V = Wp(S,; Sy1i Spuzie-: Spai S N))]

= Portation

[ASBAV AN =wWp(S,, P)) A (Vi A+1< j<BP, = wp(S/,P')A(P; = N) =
WP(S,; Sats Saizie-+: Saai Se N

< Monotonie, Ersetzung von N durch P, nach Konjunkt 5 der Voraussetzung

[ASBAV AN =wWp(S,, P)) A (Vi A+1< j<BP, = wp(S/,P')A(P; = N) =
WP(Sy; Sauti Spuzie+: Spai S Po )]

= Sequenzregel

[ASBAV A =wWp(S,, P))A(Vi:A+1< j<BP, = wp(S/,P')A(P; = N) =

Wp(SL WP(S,,1,WP(S,,5 - - -Wp(SB—va(SEI; ' PBI )]

65



3 Verifikationsbedingungen

< Monotonie, Ersetzung von wp(S}, Py ) durch P,_, nach Konjunkt 4 der Voraussetzung
[ASBAV A = Wp(S,, Pa)) A (Vi A+1< j<BP, = wp(S|,P)) A(P; = N)=

1
| |

Wp(SL ’Wp(SA+1 ’Wp(SA+2 1o 'Wp(SIB—l’ PBI—l)' ' )]

< Monotonie, Ersetzung von wp(S,_,, P..,) durch P, nach Konjunkt 4 der V oraussetzung

[ASBAV AV = Wp(S,, Py)) A (Vj:A+1< j<B:PL, = wp(S;,P)) A (P = N)=wp(S,,P,)]
= modus ponens (von Konjunkt 2 mit Konjunkt 3 der VVoraussetzung)

true

3.4.2.2 Existenz der Invarianten

Die For-Regel besagt, dal? die Existenz eines Pradikates P, das die V oraussetzungen von Satz
3.27 erflllt (einer Invarianten also), die Korrektheit einer For-Schleife impliziert. Nun stellt
sich die Frage, ob auch die Umkehrung gilt, d.h. ob jede korrekte For-Schleife eine Invariante
P hat. Dal3 dies gilt, wird im Folgenden gezeigt. Das folgt aber auch schon daraus, dal3 diesel-
be Aussage fur die allgemeineren While-Schleifen zutrifft. Dabei wird von der Korrektheit
ausgegangen und gezeigt, welches Pradikat eine Invariante ist. Das ist alerdings kein kon-
struktiver Beweis in dem Sinne, dal3 man mit dessen Hilfe eine Invariante mechanisch kon-
struieren konnte.

Satz 3.28: Zu einer korrekten For-Schleife existiert eine Invariante.
Beweis: zu zeigen ist

[V = wWp(FOR,N)] = (FP:[(A< BAV = wWp(S,,, P)) A (Vj: A+1< < BIP., = wp(S/, P/)) A
(A<BAP, = N)A(A>BAV = N)]

[V = wWp(FOR,N)] = (FP:[(A< BAV = wWp(S,,, P)) A (Vj: A+1< < BIP, = wp(S/, P/)) A
(A<BAP; = N)A(A>BAV = N)]
=mit P=wp(for Kinl+1.Bloop S, end loop, N)
[V = wp(FOR,N)] =
[(A<BAV = wp(S,,wp(for Kin A+1.Bloop S, end loop, N))) A
(Vj: A+1< j < B:wp(for Kin j..Bloop S, end loop, N) =
wp(S; ,wp(for Kin j+1.Bloop Sy end loop, N))) A
(A<Bawp(for KinB+1.Bloop S end loop, N) = N) A (A>BAV = N)]
= Sequenzregel, leere Schleife
[V =wp(FOR,N)]=
[(A<BAV = wp(for Kin A.Bloop S, end loop, N)) A
(Vji: A+1< j<B:wp(for Kin j..Bloop Sy end loop, N) =
wp( for Kin j..Bloop S, end loop, N)) A
(A< B AWP(NULL,N)= N) A (A>BAV = N)]
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= Definition von FOR, Logik, Null-Regel
[V = wp(FOR,N)] =
[(ASBAV = wWp(FOR,N)) A (V]: A+1< j < Bitrue)e A(ASBAN = N)A(A>BAV = N)]
= Logik
[V=wp(FOR,N)]=[(A<BAV = wp(FOR,N)) Atrueatruea (A>B AV = N)]
= Logik
[V = wp(FOR, N)] = [A>BAV = N]
< Logik
[(V = wp(FOR,N))= (A>BAV = N)]
= portation
[(V = Wp(FOR,N)) A A>BAV = N]

= modus ponens

[WP(FOR,N) A A>B AV = N]
= Definition FOR
[NAA>BAV = N]

= Logik

true

3.4.2.3 Abwartszahlende For-Schleifen
Auf analoge Weise erhédlt man eine VC fir abwartszéhlende For-Schleifen der Form

-- v
for I in reverse A .. B loop
S;
-- P
end loop;
-- N

Sie lautet
[(A<SBAV = wp(S,P;)) A (Vi A< j<B-LP, = wp(S/,P')) A
(A<BAP, = N)A(A>BAV = N)]

3.4.2.4 Beispiele

Es folgen einige Beispiele zur Illustration der Beweisregeln. Es werden nur die VCs (1) bis
(4) und ihr Wahrheitswert angegeben. Auf eine ausfihrliche Umformung wird verzichtet.

Beispid 1. Zunachst die Berechnung der Fakultédt f einer Zahl n zwischen 0 und 20. f soll
eine 64 hit Ganzzahl sein [KW97]. Durch die Typprifung bei der Zuweisung wird bei der
Berechnung von wp der Bereich von f automatisch als Konjunkt hinzugeflgt.

--V: 0<£n<20mA£f =1
for i in 1..n loop

f := £ * 1;

-- P: £ =1! An <20
end loop;
-- N: £ = n!
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[1<nNAOSNS20A f =1l=wp(f =f*L f =1 ANn<L20)] =true
wp(f:=f*1L f=1An<20)
= Zuweisungsregel
f1=1A-2%<f.1<2%-1ANn<20
[2<isnAaf=({-D'An<20=> wp(f = f *i,f =il ANn<20)] =true
wp(f:=f*i,f =il An<20)
= Zuweisungsregel
fi=ilA-2¥<f.i<2®-1An<20
) [1£nN<20A f =nl = f =nl]=true
(@ [1>nA0<nN<20A f =1= f =nl]=true

[ ]
Beispiel 2: Wenn n als 32 bit Ganzzahl definiert wird und vor Ausfihrung der Schleife die
Beschrankung 0 < n < 20 nicht sichergestellt ist, ergibt sich das folgende falsche Programm
zur Berechnung der Fakultét. Dieses Beispiel zeigt noch einmal die Wichtigkeit der Typpri-
fung [KW97].

- V: -2™31 <n<2"31-1 A f =1
for i in 1..n loop

f := £ * 1;

-— P: £f =il A -2731 < n £ 2%31-1
end loop;
-- N: £ = n!

[1<nA-22<n<2¥Iaf=1l=wp(f =f*Lf=1A-2"<n<2¥ -D]=true
wp(fi=f*Lf=01A-2"<n<2%-1)
= Zuweisungsregel
f l1=1A-2%<f.1<2%-1A-2"<n<2¥ -1

[2<i<naf=>(-DA-2"<n<2® 1= wp(f =f*i,f =il A-2" <n< 2% -1

= false
wp(f=f*i,f-i=ila-2"<n<2¥ -1
= Zuweisungsregel
fi=ilA-2%<f.i<2®-1A-2"<n<2¥-1

B [LnA-22<n< 2" 1A f =nl = f =nl]=true
B A>nA-22<n<2% 1A f=1= f =n] = fase
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Beispid 3. Bestimmung des Maximums m des nicht leeren Integer-Arrays b(1..len) durch
eine abwartszahlende For-Schleife. Der Komponententyp von b liegt im Typ von m, und es
kommen keine arithmetischen Operationen vor, so dal3 die Typprufung immer true ergibt und
im Folgenden weggelassen werden kann.

-- V: m = b(len) and len =2 1

for i in reverse 1 .. len loop
if b(i) > m then m := b(i); end if;
-- P: len 2 1 and (forall j: i £ j < len: m = b(j))

and (exists j: i £ j £ len: m = b(j))

end loop;

-- N: (forall j:
and (exists j:

1 <j<len: m2Db(j))

1 <j<1len: m = b(j))

(1)

[1<len A m=Db(len) Alen>1= wp(if b(len) > mthen m:=b(len); end if;,
len>1A (Vj:len< j<len:m2>b(j))A(Fj:len< j <len:m=Db(j)))]

true

2

[1<i<len—1alen>1A(Vj:i+1< j<len:m>2b(j) A :i+1<j<len:m=Db(j)) =
b(i)>malen>1A (Vj:i<j<len:b(i)2b(j))AFj:i<j<len:b(i)=Db(j))v
bi)<malen>1a (Vj:i<j<len:m>b(j)AFj:i<j<len:m=Db(j))]

true
©)
[I<lena(Vj:1< j<len:m=2b(j)AFj: 1< j<len:m=Db(])) =
(Vji:1<j<lenim=b(j))A(Fj:1< j<len: m=b(j))]
= Logik
true
(4)

[1>lenam=Db(len) Al<len=
(Vj:1<j<lenim=b(j))A(Fj:1< j<len: m=b(j))]

= Logik

true

3.4.3 Prozeduraufrufe

Dieser Abschnitt beinhaltet einen Vergleich von 4 in der Literatur vorkommenden Vorbedin-
gungen fur Prozeduraufrufe (Abschnitt 3.4.3.2). Der Vergleich zeigt, dal3 3 dieser Vorbedin-
gungen wirklich unterschiedlich sind, d.h. es gibt korrekte Aufrufe, die mit Hilfe einer VVorbe-
dingung bewiesen werden kénnen, mit Hilfe einer anderen Vorbedingungen jedoch nicht.
AulRerdem bilden die 4 Vorbedingungen eine Hierarchie bezliglich Leistungsfahigkeit. Das ist
beim Betrachten der Formeln fir die jeweiligen Vorbedingungen nicht sofort klar. Die lei-
stungsfahigste, d.h. schwéachste, dieser 4 Bedingungen, vcb [BMW89], wird verwendet, um
leistungsfahige V Cs fir Schleifen im Kontext einer umgebenden Anweisung (Abschnitt 3.4.4)
und rekursive Prozeduren zu erhalten (Abschnitt 3.4.5). Zudem wird die Anwendung von vcb
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anhand einiger Beispiele erlautert. Zundchst wird gezeigt, wie mit bekannten Techniken
Funktionen in Prozeduren und die entsprechenden Funktions- in semantisch &guivalente Pro-
zeduraufrufe transformiert und globale Variablen eliminiert werden kénnen (Abschnitt
3.4.3.1). Bei der Elimination globaler Variablen wird die semantische Aquivalenz der ur-
spruinglichen und transformierten Programme formal mit Hilfe von Satz 2.31 gezeigt.
Es werden nur Aufrufe von Prozeduren ohne Seiteneffekte betrachtet. Seiteneffekte kdnnen
durch in der Prozedur gednderte globale Variablen, Verweis-Typen als Parameter und den
Parameteribergabemechanismus call-by-reference entstehen, sowie bei Auswertung eines
aktuellen Parameters. Verweis-Typen werden in der vorliegenden Arbeit sowieso nicht be-
trachtet. Der Parametertibergabemechanismus fir einfache Typen in Ada ist copy in / copy
out. Fir zusammengesetzte Typen kann implementierungsabhéngig auch call-by-reference
verwendet werden. Globale Variablen konnen immer eliminiert werden, was weiter unten
noch gezeigt wird. Damit werden von den betrachteten Prozeduren nach auf3en sichtbar nur
die out- und in-out-Parameter veréndert.
Eine Prozedur ist spezifiziert durch

--! Pre: P;

--1 Post: R;

procedure proc(x: in Typ; y: in out Typ; z: out Typ);

P ist die Vorbedingung, R die Nachbedingung, x die Liste der formalen in-Parameter, y die
Liste der formalen in-out-Parameter, z die Liste der formalen out-Parameter und proc der Pro-
zedurname. Die Listen kdnnen auch leer sein. x ist innerhalb der Prozedur eine (mit X initiali-
sierte) lokale Konstante, y eine mit Y initialisierte, lokale Variable und z eine nicht unbedingt
initialisierte, lokale Variable. x kann in P den Anfangswert X bekommen, y muf3 den An-
fangswert Y haben. Die Vorbedingung darf keine Annahmen Uber den Wert von z machen,
aul3er denen, die durch den Typ von z vorgegeben sind. R kann y und z in Abhéngigkeit von x
(bzw. X) und Y enthalten. Der Anfangswert Y von 'y mufd gemerkt werden, da auf ihn in R Be-
zug genommen werden kann, y aber verandert werden kann. Die Variablen X und Y fir die
Anfangswerte sind keine Programmvariablen, sondern nur Variablen in den Zusicherungen,
sogenannte Spezifikationsvariablen. Thre Namen sind frei wahlbar, solange sie eindeutig sind.
Die Nachbedingung R kann immer so umgeformt werden, dal3 sie unabhangig von x ist, in-
dem auf X Bezug genommen wird. Ein Prozeduraufruf sieht so aus:

--1! Pre: V;

proc(a, b, c);

--1 Post: N;

Dabei ist V die Vorbedingung und N die Nachbedingung des Aufrufs, a die Liste der aktuellen
in-Parameter, b die Liste der aktuellen in-out-Parameter und c die Liste der aktuellen out-
Parameter. Die Typen der einander entsprechenden formalen und aktuellen Parameter miissen
kompatibel sein. a ist eine Liste von definierten Ausdriicken ohne Seiteneffekt, b eine Liste
von initialisierten Variablen (eventuell mit Selektoren) und ¢ eine Liste von Variablen (even-
tuell mit Selektoren). Die Wirkung des Prozeduraufrufs ist dann (bei copy in/ copy out): beim
Aufruf werden die Werte von a und b simultan x und y zugewiesen, der Prozedurrumpf S aus-
gefihrt und die Werte von y und z simultan b und ¢ zugewiesen. Die Parametertibergabe er-
folgt mit simultaner Zuweisung, d.h. die Semantik muf3 unabhéngig von der Reihenfolge der
Zuweisungen sein
x,y:=a,b; S;b,c=y,z .

Damit gilt
Definition 3.29: [wp(proc(a,b,c),N) =wp(x,y:=a,b;S;b,c:=y,z, N)].
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Um die schwéchste Vorbedingung des Aufrufs zu berechnen, braucht man also den Prozedur-
rumpf. Aber beim Beweis der Korrektheit des Aufrufs soll nur die Spezifikation der Prozedur
benutzt werden, weil der Prozedurrumpf nicht bekannt sein kann oder um den Beweis der
Korrektheit der Prozedur wieder zu verwenden. Dabei geht man davon aus, dal3 die Prozedur
selbst korrekt ist. Analog zur Programmentwicklung, bei der Prozeduren wieder verwendet
werden sollen, soll auch beim Programmbeweis ein schon erbrachter Beweis wieder verwen-
det und nicht noch einmal gefiihrt werden. Mathematisch entspricht dieses VVorgehen der
Verwendung eines Lemmas beim Beweis eines Satzes, wobei das Lemma die Spezifikation
und der Satz der zu beweisende Aufruf ist. Da man den Prozedurrumpf nicht kennt, ist esim
Allgemeinen nicht mdglich, die schwéchste Vorbedingung wp des Aufrufs zu berechnen. (Die
schwéchste Vorbedingung wp(S, P) ist eine Funktion mit 2 Argumenten. Schon daran sieht
man, dal3 sie im Allgemeinen nicht ohne Kenntnis des 1. Argumentes berechnet werden kann.
Statt des Rumpfes S hat man hier zwar die Spezifikation der Prozedur, aber daraus ist S nicht
eindeutig bestimmt, da esim Allgemeinen mehrere verschiedene RUmpfe S gibt, die eine Spe-
zifikation erfillen. Die verschiedenen wp kénnen dann sogar unvergleichbar (Definition 2.36)
sein, wie das folgende Beispiel zeigt:

-- P: y=0and x =0
-- R: vy =x
Diese Spezifikation wird sowohl von x := o alsauch vony := o erflllt. Die beiden wps

sind y=0 und x =0, doch gilt weder [x=0= y=0] noch [y=0= x=0].)
Man mui3 eine stérkere Vorbedingungen p (d.h. p= wp) und damit eine stérkere, aso ap-
proximierte VC (V = p) berechnen. Falls so eine VC qilt, ist der Prozeduraufruf korrekt. Da

aber keine schwéchste Vorbedingung verwendet wird, gilt die Umkehrung eventuell nicht.
D.h. ein Prozeduraufruf kann korrekt sein, ohne dai3 die VC gilt. So eine VC verwendet eine
Vorbedingung, die ohne Rumpf ermittelt wird. Da sie im Allgemeinen nicht die schwéchste
Vorbedingung ist, also stérker als eigentlich nétig, kann es sein, dal3 sie so stark ist, dal3 sie
nicht von der Vorbedingung des Aufrufs impliziert wird, obwohl der Aufruf korrekt ist, wie
Beispiel 7 weiter unten zeigt. Es ist alerdings moglich, die schwéchste Vorbedingung des
Aufrufs nur mit Kenntnis der Spezifikation der Prozedur zu berechnen (unter der Vorausset-
zung der Korrektheit des Prozedurrumpfes) [BMW89]. Von verschiedenen VCs wird hier nur
die verwendet, die die schwéchst mogliche Vorbedingung nur mit Kenntnis der Spezifikation
der Prozedur liefert.

Funktionen werden als spezielle Prozeduren behandelt und ebenso wie globale Variablen, die
durch die Prozedur veréndert werden, vor Anwendung der VC eliminiert. Diese Elimination
wird im folgenden Abschnitt erlautert.

3.4.3.1 Elimination von Funktionen und globalen Variablen

Funktionen kann man als spezielle Prozeduren betrachten, die genau einen out-Parameter und
keinen in-out-Parameter sowie beliebig viele (auch 0) in-Parameter haben. Die Riickgabe des
Wertes erfolgt durch mindestens 1 return-Statement im Funktionsrumpf. Die Funktionsdefi-
nition sieht so aus:
function f (x) return T is
Def
begin
StatF
end f;

X ist die Liste der formalen in-Parameter, T ist der Typ der Funktion, pef der Definitionsteil
und statr der Anweisungsteil. Er enthdlt n>1 return-Statements return e; , wobel
e...6,,n>1 Ausdriicke vom Typ T sind. Diese Funktionsdefinition wird in folgende Proze-

durdefinition transformiert:
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procedure fp(x: in; z: out T) is
Def
begin
StatFP
end fp;
statFp ergibt sich aus statF durch Substitution von return e; durch die Zuweisung z :-=
e;. Neben der Funktionsdefinition mufd auch der Funktionsaufruf transformiert werden. Hier
besteht ein wesentlicher Unterschied zum Prozeduraufruf. Wahrend der Prozeduraufruf eine
Anweisung ist, ist der Funktionsaufruf ein Ausdruck E bzw. ein Teil davon. Die Transforma-
tion des Funktionsaufrufs £ (a) besteht im Aufruf fp(a,h) unmittelbar vor der Anweisung,
die E enthalt, und der Substitution von £ (a) in E durch h, wobei h eine neue Variable ist. Die-
se Transformation wird solange wiederholt, bis kein Funktionsaufruf mehr vorhanden ist.
Die Reihenfolge, in der die Substitutionen durchgefiihrt werden, falls eine Anweisung mehre-
re Aufrufe der gleichen Funktion enthélt, spielt keine Rolle. Bei der Transformation ge-
schachtelter Aufrufe entstehen zwar Datenabhangigkeiten der neuen Variablen, aber durch
den Aufruf von £p (a, h) unmittelbar vor der Anweisung, die E enthdlt, ist sichergestellt, daf3
alle Variablen vor einem lesenden Zugriff definiert sind. Daher spielt es auch keine Rolle, ob
geschachtelte Aufrufe von innen nach auf3en oder von auf3en nach innen oder anders bearbei-
tet werden.
Beispid:
function f (x, y: integer) return integer is
begin
if x >y
then return x - vy,
else return x + 1;
end if;
end f;

wird transformiert in

procedure fp(x, y: in integer; z: out integer) is
begin
if x >y
then z := x - y;
else z := x + 1;
end if;
end fp;

Die Zuweisung A (f (c,b-1) +1) := f(v-1,f(v, w)) + £f(w - v, v); wirdin4 Schritten
transformiert:

1. Schritt:
fp(c,b-1,h1);
A(hl+1l) := £(v-1,£(v, w)) + £(w - v, Vv);
2. Schritt:
fp(c,b-1,h1);
fp(v-1,£f(v, w),h2);
A(hl+1l) := h2 + £(w - v, Vv);
3. Schritt:
(c,b-1,h1);
(v,w,h3);
(v-1,h3,h2);
hi+1l) := h2 + £(w - v, Vv);

fp
fp
fp
A
4, Schritt:
c,b-1,h1);
v,w,h3);

v-1,h3,h2);
w-v,Vv,h4) ;

fp
fp
fp
fp

o~~~ —
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A(hl+1l) := h2 + h4;
[ ]
Nach der Elimination von Funktionsaufrufen werden globale Variablen g, die im Prozedur-
rumpf S gedndert werden, durch Einfihrung neuer Parameter eliminiert. Globale Variablen,
die nur gelesen werden, brauchen nicht berlicksichtigt zu werden, da sie keine Seiteneffekte
verursachen kdnnen.
Eine globale Variable g, die in S nur geschrieben, aber nicht gelesen wird, wird durch einen
neuen out-Parameter ersetzt. Die Anderung von g wird durch eine einzige Zuweisung model-
liert. Fir alle anderen Anweisungen S gilt dann trans(S, g) . Das ist moglich, da eine Ande-

rung von g keine Datenabhangigkeiten zu anderen Variablen verursacht, weil g nach einer
Zuweisung nie gelesen wird. Der Rumpf von P kann als eine Sequenz von Anweisungen
S;...;S,, dieg nicht verandern und solchen, die g verandern betrachtet werden, also
procedure P (x: in Typ; y: in out Typ; z: out Typ) is
Def 1;
begin
S1;
g :=el(x, y, 1);

g := en-1(x, y, 1);
Sn-1;
g :=en(x, y, 1);

Sn;
end P;

Alle Zuweisungen zu g bis auf die letzte kdnnen weggelassen werden, so dal3 P dann so aus-
sieht:

procedure P (x: in Typ; y: in out Typ; z: out Typ) is
Def 1;

begin
S1;

g :=en(x, y, 1);
Sﬁ;
end P;
Dann gilt
Lemma 3.30: Die beiden Rumpfe

S1;
g :=el(x, y, 1);

en-1(x, vy, 1);

en(x, y, 1);
Und

g :=en(x, y, 1);
sind semantisch aquivalent.
Beweis: gezeigt wird die semantische Aquivalenz von

g :=el(x, y, 1); S; g := e2(x, v, 1); und
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S; g :=e2(x, vy, 1);.

Das Lemma folgt dann durch Induktion. Zu zeigen ist nach Satz 2.31
[wp(g = €l(X, y,1); S;g = e2(x, y,1),N) =wp(S; g :=e2(x, y,1),N)] (N ist allquantifiziert)
wp(g = el(x,y,1);S;g = €2(x, y,1),N)
= Zuweisungsregel
Wp(g = e](x, y,|),Wp(S, N':-?Z(x,y,l)))
= Zuweisungsregel
wp(S, Negz(x,y,l))gl(x,y,l)
= Implikationskette

ge Var(e2(x y,1)) A ge Var(S) = ge Var (N, ) A ge Var(S) = ge Var (Wp(S,Ng.,1))
wp(S, Negz(x,y,|))

= Zuweisungsregel
wp(S; g =e2(x,y,1),N)

Die globalen Variablen g werden nun in S durch neue out-Parameter wg ersetzt, so dal3 man
folgende Transformation erhalt:

procedure P (x: in Typ; y: in out Typ; z: out Typ) is
Def 1;
begin
S1;
g := e;
S2;
end P;

wird transformiert in

procedure P (x: in Typ; y: in out Typ; z, wg: out Typ) is
Def 1;
begin
S1;
wg = e;
S2;
end P;

Dann gilt
Lemma 3.31:
Der Aufruf p(a, b, c) ist semantisch &guivalent zu dem Aufruf p(a, b, ¢, g).
Beweis: zu zeigen ist nach Satz 2.31 [wp(P(a,b,c), N) = wp(P(a,b,c,g),N)] (N ist alquanti-
fiziert)

wp(P(a,b,c),N)

= Definition 3.29

wp(a,b=xy,S;9=€S,;b,c=y,z,N)

= Sequenzregel

wp(a,b=x, y,wp(S,, wp(g = e Wp(S,;b,c = ¥,z , N))))

74



3 Verifikationsbedingungen

= Zuweisungsregel
wp(a,b =X, y,wp(S;, wp(S,,(N}$)2)))
= Substitutionslemma
wp(a,b =X, y,wp(S;, wp(S,, N{$?))
und
wp(P(a,b,c,g),N)
= Definition 3.29
wp(a,b=xYy,S;wg:=¢€S,;b,c,g:=Yy,zwg;, N)

= Sequenzregel

wp(a,b = X, y, Wp(S,, Wp(wg := & Wp(S,:b,c, g = V. z,wg; , N))))
= Zuweisungsregel

wp(a,b = x, y, wp(S;, wp(S,, (Ny30,):")))

= Substitutionslemma

wp(a,b = X, y,wp(S;, wp(S,, NJ%2))

Eine globale Variable g, die in S geschrieben und gelesen wird, wird durch einen neuen in-
out-Parameter xg ersetzt.

procedure P (x: in Typ; y: in out Typ; z: out Typ) is
Def

begin
S

end P;

wird transformiert in
procedure P (x: in Typ; y, xg: in out Typ; z: out Typ) is

Def
begin
S%q
end P;
Dann gilt
Lemma 3.32:

Der Aufruf p(a, b, c) ist fur b-g semantisch aquivalent zu dem Aufruf p(a, b, g, <).

Beweis: zu zeigen ist nach Satz 2.31 [wp(P(a,b,c), N) = wp(P(a,b, g,c),N)] (N ist alquanti-
fiziert)

wp(P(a,b,c),N)

= Definition 3.29

wp(x,y:=a,b;S;b,c:=y,z N)

= Sequenz, Zuweisungsregel

wWp(S,N{$) 5y
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und
wp(P(a,b,g,c),N)
= Definition 3.29

wp(Xx, Y, Xg =a,b,g;S;;b,g9,c=y,72,xg;, N)
= Sequenz, Zuweisungsregel

Wp(X1 y, Xg = a, b, g, ,Wp(sg N b,c,g ))

Xg' " y.z,xg

= Substitutionslemma fir wp, xg ¢ Var (S) u free(N)
wp(x, Y, xg = a,b, g;,Wp(S,Ny7) %)
= Zuweisungsregel

(WP(S.N3E), )i

a,b,g

= Substitutionslemma (b-g)
Wp(S,NJ<) 2y

Nach diesen beiden Transformationen hat man nur noch Prozeduren ohne Seiteneffekte. Da-
mit sind die Voraussetzungen fir die Konstruktion der Vorbedingung nach [BMW89] erfullt.

3.4.3.2 Die schwachst mogliche Vorbedingung eines Prozeduraufrufs

Die schwéchst mogliche Vorbedingung vecb eines Prozeduraufrufs ohne Kenntnis des Rump-
fesist ein Prédikat, das von der Nachbedingung N des Aufrufs und statt des Rumpfes S selbst
von dessen Spezifikation (P, R) abhangt.

Satz 3.33 [BMW89]: Das folgende Pradikat vcb(P, R, N) ist die schwéchste Vorbedingung fur
den Prozeduraufruf, wobei man nur die Spezifikation, aber nicht den Rumpf der Prozedur
kennt.

As: P A (WY, z: (Vs Py = R) = Np3).

Dabei sind s die Spezifikationsvariablen.

Beweis: Zum Beweis sind 2 Teile zu zeigen:

veb ist Vorbedingung und falls ein anderes Pradikat eine Vorbedingung ist, dann ist es nicht
schwécher. Der Bewelsist in [BMW89]

[ ]

Bemerkung: In [B93] wird ein einfacheres Pradikat als vcb angegeben, das unter einer be-
stimmten Voraussetzung auch die schwéachste Vorbedingung fur den Prozeduraufruf ohne
Kenntnis des Rumpfes liefert, also &quivalent zu vcb ist. Als Voraussetzung mul die Spezifi-
kation normal im Sinne der Definition in [B93] sein, d.h. [(Ns:: P) <1]. Nach [B93] ist diese
Voraussetzung im Allgemeinen erflillt. Man kdnne zwar Beispiele konstruieren, die diese
Voraussetzung nicht erflllen, diese seien dann jedoch sehr akademisch. Allerdings gibt es
realistische und praktische Beispiele, in denen die Vorbedingung der Prozedur P die Spezifi-
kationsvariablen s in einer Relation enthdlt, die von mehreren Belegungen von s erflllt wer-
den kann, so dal3 [(Ns:: P) <1] nicht gilt. Das ist vermutlich in komplexeren Beispielen keine

Ausnahme. AulRerdem gibt es zu jeder Spezifikation eine aquivalente normale Spezifikation.
Diese ist jedoch komplizierter as die nicht normalisierte. Das Problem dieser Vorbedingung
besteht zudem darin, dal3 die Normalitdt der Spezifikation im Allgemeinen nicht entscheidbar
ist, alerdings oft durch eine gewisse menschliche Einsicht leicht gesehen werden kann. Da
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das Ziel dieser Arbeit unter anderem eine moglichst weitgehende Automatisierung der Verifi-
kation ist, wird im weiteren Verlauf das Prédikat vcb verwendet.
[ ]

vch wird zunachst mit anderen V orbedingungen fir Prozeduraufrufe aus der Literatur vergli-
chen. Betrachtet werden die Vorbedingungen aus [G81: 153] (vcg), aus [M83] (vcm), aus
[F89: 137] (vcf) und vch.

veg = P A (YU, v REYZ = N2S

vem= (AAP)ZY | wobei die Adaption A ein miglichst schwaches Pradikat ist, das
AAR= NJ$ erfilllt

vef = (3s: P A (YU, Vi RYZ = NJYO))

a,u,v

Satz 3.34: Die 3 Pradikate vcg, vcf und veb bilden eine Kette. Es gilt
vcg = vem= vcf = vcb und veg # vef A vef # veb.
Beweis:
1. [vceg =vcem| : Beweis in [BMW86]; ein Problem mit vem ist, dal3 die Adaption angegeben
werden mui3 und im Allgemeinen nicht automatisch ermittelt werden kann.
2. [veg = vcf ] :
[P A (Yu,v:REY = Ngv) = (3s: P A (YU, v R = NgY))]
vcg ist ein Pradikat mit den freien Variablen s, a und b. vcf ist ein Prédikat mit den freien Va-
riablen a und b, so dal3 man schreiben kann
[(Ya,b,s: P(8); A (VU Vi R(9):1T = Nuv) = (381 P(S)ad A (Yu,v:iR(S)0 = Ng)))]
=mits =s
[(Va,b,s: P()X) A (YU, VIR(S):0Z = N2 = P(9) %) A (VU VIR(S) N = N2

a,u,v a,u,v

true

Der Unterschied zwischen veg und vcf liegt nur darin, dal3 in vcg die Spezifikationsvariablen s
nicht explizit quantifiziert, d.h. allquantifiziert sind und in vcf existenzquantifiziert. Dal3 die-
ser Unterschied daftir sorgt, dal3 veg und vef nicht aquivalent sind, wird durch folgendes Bei-
spiel gezeigt.
3. vecg # vef : Beweis durch Gegenbeispiel eines korrekten Prozeduraufrufs, der mit vcf, aber
nicht mit vcg bewiesen werden kann:

--1 P: x ki Ay k2;

--1 R: x k2 Ay k1;
procedure swap(x, y: in out integer) ;

Folgender Prozeduraufruf wird mit vcf, jedoch nicht mit vcg bewiesen:

--1 V: a<=b;
swap (a, b);
--! N: a>=b;

Die Vorbedingung fir Prozeduraufrufe aus [G81: 153] lautet P, A (Vu,v:RY; = NJ¢
Auf das Beispiel angewendet ergibt das die VC

[V = vcg]
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[a<b=a=Kklab=k2A(Vu,viu=k2Av=kl=u2>V)]

false

[V = vcf]

[a<b= (FkLk2:a=klAab=k2A (Vu,viu=k2Av=kl= u=>V))]
= one-point rule

[a<b= (FkLKk2:a=klab=k2Ak2>Kl)]

= one-point rule

[a<b=Db2>4d]

true

4. [vef = veb]: um die Lesbarkeit des Beweises zu erhdhen, wird die Abhangigkeit der Pré
dikate P und R von s explizit angegeben.

[(3s: P()52 A (YU, VIR(S) 5V = Ni¥)) = (3s: P(9)52) A (WY, 2: (Vs: P(s) 5y - R(S)3) 1 No9)

a,u,v

= Skolemisierung, gebundene Umbenennung

[(VS:P(S)5Y A (VU,VIR(S) Y = Ngv) = (38 P(S) ) A (WY, 2: (VS P(S) Y 1 R(S)2) : Np9))I
=mits =s

[(Vs:P(8)2} A (Yu,viR(S)30 = Ngbv) = P(9)ad A (WY, 2: (VST P(S) ) T R(S).) : Ny

= Skolemisierung, portation

[(VX, Y, S:P()5 A (VU VIR(S) 7 = NI )) A (VSTP(S)5 1 R(S)) = NU§)I

&mits=s,u=y,v=2
(% y,5: P()35 A (R(S): = Ny2) A (P(9)3) = R(9);) = NJ3)I
< 2 mal modus ponens

true

5. vcf # vcb: Beweis durch Gegenbeispiel eines korrekten Prozeduraufrufs, der mit vcb, aber
nicht mit vcf bewiesen werden kann (s ist eine Spezifikationsvariable):

-- P: x<s<y

procedure p(x: in; y: in out; z: out)

-- R: y>s Vv s>z

Diese Prozedurspezifikation wird z.B. von z := x-1; y := y+1 eflllt. Folgender Proze-
duraufruf wird mit vcb, jedoch nicht mit vcf bewiesen:

-~ b = 100

p(0,b,c);

-- 0>b Vv b>c v ¢>100
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Mit vcb ergibt sich dieVC

[b=100= (3s:0<s<b)A(VY,z:(Vs:0<s<b:y>svs>2):0>yvy>zvz>100)]
= Substitution, Logik

[(3s:0<s<100) A (VY,Z:(3s:0<s<100: y<s<z2)v0>yvy>zvz>100)]

=mit s=0, Logik

[0<0<100A(VY,z:0<y<z<100:(ds:0<s<100: y<s<2)]

=mit s=y
[(Vy,z:0<y<z<100:0<y<100A y<y<7Z)]
= Logik

true

aber mit vcf ergibt sichdieVC
[b=100= (ds:0<s<bA(Vu,v:iu>svs>v:0>uvu>vvv>100))]

= Subgtitution

[(@3s:0<s<100A (Vu,viu>svs>v=0>uvu>vvv>100))]
= Kontraposition

[(@3s:0<s<100A (Vu,v:0<u<v<100:u<s<v))]

= Logik

false
[ ]

Die mit vcb gebildete VC [V = vcb] wird anhand einiger Beispiele erlautert, von denen eini-
ge aus[G81: 161-162] sind:

Beispide:
Beispid 1: Vertauschen von zwei I ntegervariablen:
Spezifikation:
--1 P: x =kl Ay = k2;
--I' R: x = k2 Ay = k1;
procedure swap(x, y: in out integer) ;
Aufruf:
--1'V: a=3*nAb=%k - 2;
swap (a, b);
--1 N: a<k;
Bewels:

[V = vch]

[a=3nAb=k-2= (FkL,k2:a=KklAab=k2) A
(VX,y:(VkLk2:a=klab=k2= x=k2A y=kl) = x< K)]

true
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Beispid 2: Potenzierung:

Spezifikation:

--! P:ry =Y;

--! R: vy =x ** Y;

procedure pow(x: in integer; y in out integer);
Aufruf:

--1 V: 1 >=1 A t >= 3;

pow (i+1, t);

--!1' N: 1 >=1 A t >= 8;
Bewels:

[V = vch]

[[21At>23=3Y:t=Y)A
Vy:(VY:it=Y=y=(+D)**Y)=i21Ay>8)]

true
[ ]
Beispid 3:
Spezifikation:
--1 P: true;
--1' R: 2z =1vVv z = 2;
procedure p(z: out integer) ;
Aufruf:
--1 v: ¢ e {o, ,10};
p(c);
--1 N: ¢ = 2;
Bewels:
[V = vch]

[ce{0,...10} = (Vz:z=1v z=2= z=2)]

false

Beispid 4: Absteigend ordnen:
Spezifikation:
--1 P: a =kl A b = k2;
--1 R: a = max(kl, k2) A b = min(kl, k2);
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procedure desc(a, b: in out integer);

Aufruf:
--1 V: true;
desc(x, y);
--! N: x >= vy;

Beweis;

[V = vch]

[(AkLKk2: x=KkLAy=k2) A

(Va,b: (VkLKk2: x=klA y=k2= a=max(kl,k2) Ab=min(kl,k2)) = a>b)]

true
°
Beispid 5:
Spezifikation:
--! P:ry =Y%;
--l' Rt y=xXxAu=x-YAV=X+Y;
procedure set(x: in integer; y: in out
teger) ;
Aufruf:
--! Pre: b - 2 >= 3 * a;
set(3 * a + 2, b, ¢, d);
--! Post: d - ¢ >= 6 * a + 4;
Beweis:
[V = vch]

[b-2>3a=(dY:b=Y)A

integer; u, v:

out in-

(Vy,uv:(VY:b=Y=y=3a+2Au=3a+2-YAv=3a+2+Y) = v-u2=6a+4)]

true

Beispid 6: Ganzzahlige Wurzel:

Spezifikation:
--!1 P: x >= 0;
--1 R: 2 >= 0 A 2 ** 2 <= X < (z+1)** 2;
procedure sqgrt(x: in; z: out);
Aufruf:
--1'V: 1 < a <= 2p;
sgrt(a, b);
--I N: 1 <= b <= p;
Bewels:
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[V = vch]

[l<a<2p=a>0a(Vz:(a=20=z"<a<(z+D*Az=20)=1<z<p)]

true

Beispid 7: Korrekter, aber nicht verifizierbarer Aufruf:
Spezifikation:

--! P: m-1 <
--1' R: z < m
procedure p (y:
begin

Yy = y+1;

z :=Yy-1;
end p;

Die Korrektheit des Prozedurrumpfes ergibt sich aus der VC

< m;
Yi
in out; z: out) is

[M=-1<y<m=y<m<y+]]

[y=mvy=m-1=y<m<y+]]
true

Aufruf:

--1 V: b < 0;
p(b, c);
--! N: b + ¢ £0;

Mit Definition 3.29 ergibt sich als VC fir den Aufruf (mit Kenntnis des Rumpfes)
[b<0= 2b< 0] =true

Aber

[V = vch]

[b<O0= (EmM:m-1<b<mA(Vy,z:(VM:m-1<b<m=z<m<y)= z+ y<0)]

false
Beweis durch das Gegenbeispiel b=-1,z=-1,y =2, womit sich ergibt

trueA (Vm: m-1<-1<m= -1<m< 2) = false)
= Logik
@m:m-1<-1<ma(-1>mvm> 2))
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false
[ ]

Mit vcb ist es mdglich, alle korrekten Beispielaufrufe aul3er Beispiel 7 zu beweisen. Beispiel 7
zeigt explizit, dal3 auch vcb nicht die schwéchste Vorbedingung fur einen Aufruf liefert. Der
nicht korrekte Aufruf aus Beispiel 3 kann nicht bewiesen werden, was auch so sein soll.

An dieser Stelle wird noch einmal zu den Schleifen zurtickgekehrt. Es geht um eine leistungs-
fahige Verifikationsregel fur Schleifen im Kontext einer umgebenden Anweisung , wofir die
Beweisregel fur Prozeduren benutzt werden kann.

3.4.4 Eine Vorbedingung fur Schleifen im Kontext einer umgeben-
den Anweisung

Fur die Verifikation isolierter Schleifen gibt es die Regeln aus des Abschnitten 3.4.1 und
3.4.2. Falls eine Schleife z.B. innerhalb einer If-Anweisung vorkommit, sollte das keine weite-
ren Schwierigkeiten machen. Es gibt ja Regeln fur die Behandlung zusammengesetzter An-
weisungen. Daher wird dieser Fall in der Literatur nicht gesondert behandelt. Aber in diesen
Fallen (geschachtelte Schleifen, Schleifen in If- oder Case-Anweisung) kann es wegen der
Beweisregeln fir die auleren Anweisungen notwendig sein, die schwéchste Vorbedingung
der Schleife zu berechnen. Im Falle einer While-Schleife in einer If-Anweisung

J— V;

if B then

while C loop S; end loop;
end if;
J— N;

ergibt sich
[V = B Awp(while,N) v =B A N].
Da die Berechnung von wp(while, N) im Allgemeinen nicht moglich ist, mul3 man statt des-

sen eine andere Vorbedingung verwenden. Man konnte z.B. einfach die in der Spezifikation
der Schleife gegebene Vorbedingung pre verwenden unter der Voraussetzung, dal3 post die
Nachbedingung N impliziert, wie im folgenden Beispiel:

--lprel: y>0 and x>=0;

if x<y
then

q := 1;
else

q := 0;
r := X;

--lpre2: y>0 and x>=0 and x>=y and g=0 and r = Xx;
--l!post2: O<=r and r<y<=x and q * y + ¥ = X;
--linv: O<=r and O<y<=x and q * y + ¥ = X;
--lterm: r;

while r>=y loop

end loop;
end if;
--lpostl: (x»>=y and O<=r and r<y and g * y + r = x) or (x<y and
g=1);

Die isolierte While-Schleife ist korrekt (der Korrektheitsbeweis wird nicht aufgefuhrt), und es
gilt [ post2 = postl]. Fir die Korrektheit der Schleife im Kontext der I1f-Anweisung ergibt

sichdieVC
[ prel= B A wp(Then— Zweig, postl) v —B A wp(Else— Zweig, postl)]
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[Y>0AXZ20= X< YA(XZ2Y>ST20AT<YAY+TI =XV X<Y)
VX2 YAWP(q:=0;r = x,wp(while, x> y>r>0Aqy+r=XvX<yaq=1))]

Da die While-Schleife korrekt ist und [ post2 = postl] gilt, kann man fir wp(while, N) ein-
fach pre2 nehmen, womit sich ergibt:

[X>y>0AX20= x>2y>0AXx>0]=true.

In diesem Fall funktioniert diese einfache Methode. Aber wie man sieht, dald post2 N impli-
Zieren. Aber es gibt korrekte Programme, bei denen das nicht gilt, wie Beispiel 2 weiter unten
zeigt (Berechnung von p=a-b). Aber auch allein die Voraussetzung, dal3 post2 N impli-

Ziert, ist nicht hinreichend, um den Korrektheitsbeweis flihren zu kénnen. Das fuhrt dann da
zu, dald ein korrektes Programm nicht als korrekt bewiesen werden kann, wie im folgenden
Beispiel:

--lprel: i = n and j = m;
if i >= 0 then
--lpre2: i = a = abs(n) and j = b =m and 1 >= 0;
--lpost2: i = 0 and j = a + b and a = abs(n) and b = m;
--linv: 1 >= 0 and 1 + j = a + b and a = abs(n) and b = m;
--lterm: 1i;
while i>0 loop
j o= j+1;
i := 1-1;
end loop;
else
jo=3 - 1
end if;
--lpostl: j = m + abs(n);

Esgilt zwar [ post2 = post]], aber als VC ergibt sich
[i=nAaj=m=i20Ani=a=[naj=b=mAi=0vi<O0aj—i=m+|n]

Das kann nicht bewiesen werden, dain pre2 die Variablen a und b vorkommen.

Ganz ahnliche Probleme treten bei Prozeduraufrufen auf. Daher liegt es nahe, die Ausfihrung
einer Schleife wie einen Prozeduraufruf zu behandeln. Dabei wird nur die Spezifikation (pre,
post) der Schleife betrachtet und nicht der Schleifenrumpf. Die Vorbedingung der Schleife ist
dann ein Prédikat, das von der Nachbedingung N und statt vom Schleifenrumpf selbst von der
Spezifikation (pre, post) der Schleife abhangt. Man kann deshalb eine dhnliche Beweisregel
verwenden wie fur Prozeduraufrufe. Es bestehen allerdings zwei Unterschiede:

1. bei Prozeduren gibt es 3 Parameterarten, ndmlich in, in out und out. Das entspricht
in der Prozedur Variablen, die nicht verandert werden, Variablen, die verandert wer-
den und Variablen, die bei Beginn des Schleifenrumpfes undefiniert sind und am En-
de des Schleifenrumpfes definiert. In der Schleife gibt es die letzte Art von Variablen
nicht. In Ada kann man zwar innerhalb einer Schleife in einem Deklarationsteil neue
Variablen definieren; diese sind aber nach Ausfihrung der Schleife nicht mehr sicht-
bar.

2. bei Prozeduren und Aufrufen wird zwischen formalen und aktuellen Parametern un-
terschieden. Bei der Ausfuhrung einer Schleife, die ahnlich wie ein Prozeduraufruf
behandelt werden soll, gibt es diese Unterscheidung nicht.

Um eine Beweisregel herzuleiten, geht man von der fir Prozeduraufrufe aus. Der Schleifen-
rumpf wird zum Prozedurrumpf, indem die Variablen in der Schleife und ihrer Spezifikation
umbenannt werden. Dann ist die Beweisregel fur Prozeduraufrufe anwendbar. Die Schleifen-
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variablen, die nicht verandert werden, heil3en a und die, die verandert werden, heif3en b. Sie

. . e - a’b a’b . .
werden in x bzw. y umbenannt. Die Spezifikation lautet dann (pregy, post;y). Das in die

Vorbedingung vcb fur Prozeduraufrufe eingesetzt ergibt die Vorbedingung oc fur die Kor-
rektheit der Schleife im Kontext einer umgebenden Anweisung:

@Am(pregy)ad) A (Fy:(Ym(pregy) sy = (postiy)s) = Ny)

= Substitutionslemma
(@mpre) A (Vy:(Vm pre= posty) = Ny)

Auf diese Vorbedingung kann man auch durch das eher intuitive und verbale Argument aus
[K96: 16] kommen. In der Beweisregel wird der Unterschied der Variablen b vor und nach
Ausfuhrung der Schleife widergespiegelt. Dazu werden in der Beweisregel eindeutige
Hilfsvariablen verwendet, die sonst nicht vorkommen und nur an dieser Stelle gelten. Dieses
Problem wird auch in [F89: 138-139] betrachtet. Das Ergebnis ist die Konsequenzregel 1.
Wenn man in dieser Regel das schwéchere Prédikat vcb statt vef verwendet, erhélt man oc.
Im Allgemeinen hat man im Laufe eines Beweises einer umgebenden Anweisung (Schleife
oder Fallunterscheidung) die folgende Situation gegeben:

- Vi

si

-~ Ni

-~ Z

D.h. die Zusicherung Z wurde mit wp-Regeln riickwérts berechnet und jetzt ist eine moglichst
schwache Vorbedingung der inneren Schleife si gesucht. Vorausgesetzt ist die Korrektheit
der inneren Schleife, also [Vi = wp(S, Ni)]. Falls die Anschluf3bedingung [Ni = Z] erflllt

ist, gilt wegen der Monotonie von wp [wp(S, Ni) = wp(S,Z)] und mit der Transitivitét er-
gibt sich [Vi = wp(S,Z)], so da3 man mit Vi als einer moglichst schwachen Vorbedingung

weiterrechnen kann. Mit oc ist man nicht auf die Anschluf3bedingung angewiesen. Diese Me-
thode zum Beweis von Schleifen im Kontext einer umgebenden Anweisung hat folgende
Vorteile:

1. Eine innere Schleife kann isoliert bewiesen werden. Im 2. Beispiel weiter unten dient
die innere Schleife dazu, p um a zu erhdhen. Das kann einfach wie bei einer Proze-
dur spezifiziert werden, ohne sich um die AnschluRbedingungen zu kimmern. Da-
durch ist esleichter, Anschluf3bedingungen zu finden.

2. Eskonnen Schleifen bewiesen werden, die sonst nicht bewiesen werden konnen, weil
die Anschluf3bedingungen nicht erflllt sind. Zwar kdnnte man die AnschluRbedin-
gungen so gestalten, dal? sie erfillt sind, aber sie sind dann schwieriger zu finden,
und die isolierte Betrachtung der inneren Schleife (Vortell 1) ist dann auch nicht
mehr gegeben.

Mit dieser Beweisregel ergibt sich fur das obige Beispiel die VC

[i=nAj=m=i>0n

(@abii=a=|nAj=b=mai=0)A

(VX y:(Vabii=a=|naj=b=mai20=x=0Ay=a+bara=|nab=m) = y=m+|n)
Vi<OA j—i=m+n|

true
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Das 2. Beispiel zeigt die Verwendung dieser Beweisregel an einer geschachtelten For-
Schleife. Es wird das Produkt p der nicht negativen ganzen Zahlen a und b berechnet. Auf3er-
dem soll T,(a-b) gelten, so dal3 die Typbedingung immer erflllt ist und im folgenden Be-

weis weggelassen werden kann.

--Va: a, b20Ap =20
for i in 1 .. b loop
--Vi: p=caAaz=z0o0
for j in 1 .. a loop
P := p+l;
-- Pi: p =c¢c + j
end loop;
-- Ni: p=c + a
-- Pa: p=a*iaAnaz=zo
end loop;

-- Na: p=a*b
1. Beweis der Korrektheit der inneren Schleife:

(D [1<anp=c= p+l=c+]=true

@ [2jfanp=Cc+|-1= p+l=c+ j]=true
(3 [l<anp=c+a= p=c+a]=true

@ [1>anp=cra=20= p=c+a]=true

2. Beweis der Korrektheit der aulleren Schleife;
(D [1<ba0<aa p=0= wp(innere Shleife, p=a-1A a=>0)]

Die Nachbedingung der inneren Schleife p=c+a impliziert nicht die Invariante der auf3eren
Schleife p=a-1Ara>0, so da3 man jetzt nicht mit der Vorbedingung der inneren Schleife
p = c A a=0 weiterrechnen kann. Mit oc ergibt sich jedoch true

@ [2<i<bap=a-(i-1) Aa>0= wp(innere Shleife,p=a-i Aa>0)] =true
(3 [1<bap=a-bra>20= p=a-b] =true
4 [1>ba0<a,bAap=0= p=a-b]=true
[ ]
Diese Methode eignet sich fur alle Anweisungen, fur die keine wp berechnet werden kann.
Man benutzt statt der Anweisung selbst ihre Spezifikation und betrachtet ihre Ausfihrung wie

einen Prozeduraufruf. In diesem Abschnitt wurde das fur Schleifen gemacht. Diese Methode
zur Verifikation geschachtelter Schleifen ist in FPP implementiert.

3.4.5 Rekursive Prozeduren

Da rekursive Prozeduren eine induktive Implementierung induktiv definierter Pradikate dar-
stellen, liegt es nahe, solche Prozeduren durch Induktion zu beweisen. Der Induktionsanfang
wird dabei durch die Zweige (im Allgemeinen mehrere) der Prozedur gegeben, die keinen
rekursiven Aufruf enthalten. Die Induktionsannahme ist dann, dal3 die Prozedur fur die aktu-
ellen Parameter in den rekursiven Aufrufen korrekt ist. Unter dieser Annahme wird gezeigt,
dal? der Prozedurrumpf korrekt ist. Beispiele fur dieses Vorgehen findet man z.B. in [H92: 37-
44] oder [M83]. Diese Beispiele verwenden zwar das oben erwahnte allgemeine Schema, aber
kein rein mechanisches / algorithmisches Vorgehen, d.h. es ist noch einiges an menschlicher
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Intuition, Einfallen und , Tricks* nétig. Doch zur vollstandigen Automatisierung des Korrekt-
heitsbeweises rekursiver Prozeduren ist ein rein mechanisches Vorgehen notwendig.

In [HM96] wird ein Verfahren zur automatischen Erzeugung von VCs flr indirekt rekursive
Prozeduren angegeben. Allerdings kann damit auch nur die partielle Korrektheit gezeigt wer-
den. Da die zugrunde liegende VC fur Prozeduren nicht die schwéachst mdgliche ist, konnen
die so erzeugten VCs fur gegenseitig rekursive Prozeduren auch nicht die schwéchst mogli-
chen sein. Zudem wird in [HM96] auch kein Beispiel fir den Korrektheitsbeweis indirekt
rekursiver Prozeduren angegeben.

Nach dem Induktionsprinzip, aber rein mechanisch, ist vcb auch auf rekursive Prozeduren
anwendbar.

veb=@Am: P ) A (Vy, z:(@m: P = RY) = N§

Die prinzipielle Vorgehensweise wird zunéchst an einem sehr einfachen Beispiel gezeigt,
namlich der Prozedur fac (n, £), die die Fakultét f einer nattrlichen Zahl n berechnen soll.
Um das Wesentliche zu zeigen, wird die Typprifung weggelassen.

procedure fac(n: in natural; f: out positive) is
-- V: n >= 0
-- N: £ = n!
begin

if n =0 then £ := 1;

else fac(n-1, f);

f := £ * n;

end if;

end fac;

AlsVC ergibt sich
[N>0= wp(IF, f =n!)]
= |f-Regel
[N>20=n=0Al=nvnz0Aawp(fac(n-1,f);f =f-n,f =nl)
= case analysis
[N>0ANn=0=1=n)A
(n=20Anz0=wp(fac(n-1,f);f =1 .-n, f=nl))]
= Logik, Zuweisungsregel, Arithmetik
[Nn>0Anz0=wp(fac(n-1,f), f =(n-1)!)]
< Logik, Induktionsvoraussetzung, vch
[N21=>n-1>0A(Vf:(N-120= f =(n-D) = f =(n-1)]
= Logik

true
[ ]
Allerdings ist dies nur eine Beweisregel fir die partielle Korrektheit, da man damit auch die
Korrektheit einer theoretisch nicht terminierenden rekursiven Prozedur beweisen kann, wie
das folgende, leicht abgeénderte Beispiel zeigt.
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procedure fac(n: in natural; f: out positive) is

--V:n >= 0

-- N: £ = n!

begin
if n =0 then £ := 1;
else fac(n+l, f);

f := £/ (n+l);

end if;

end fac;

AlsVC ergibt sich
[N>0= wp(IF, f =n!)]
= |f-Regel
[N>20=(N=0=1=n)A(n20= wp(fac(n+1, f); f == /(n+1), f =n!))]
= case analysis
[N>0ANn=0=1=n)A
(n>20Anz0=wp(fac(n+1 f); f = f/(n+1), f =nl))]

= Logik, Zuweisungsregel, Arithmetik
[N>0Anz0=wp(fac(n+1 f), f =(n+D!)]

< Logik, Induktionsvoraussetzung, vch
[N21=n+1>20A(Vf:(n+120= f =(n+D)) = f =(n+D!)]
= Logik

true

Dieses Beispiel zeigt, dald Beweisregeln zum Beweis rekursiver Prozeduren ohne Terminie-
rungsbeweis nicht zulassig sind, da mit ihnen auch nicht korrekte Prozeduren bewiesen wer-

den kdnnen.
[ ]

In[D92: 104-109] wird zum Beweis der Terminierung wie bei Schleifen eine Terminierungs-
funktion t verwendet. Diese ist nach unten beschrankt und wird durch jeden einzelnen rekur-
siven Aufruf im Prozedurrumpf kleiner. Die Beweisregel lautet:

[P=t>0Q]
[PAt=T = wp(body, R)] unter Verwendung der Voraussetzung

(577 <T A PA%* = wp(proc(a, b, c), R4

a,b,c ab,c

fur jeden rekursiven Aufruf von proc innerhalb des Prozedurrumpfes mit den jeweiligen ak-
tuellen Parametern a, b, c.

Diese Beweisregel hat jedoch den Nachteil, dal3 man beim Beweis die Zusicherungen immer
auf die in der Regel geforderte Form bringen mul3, was nicht rein mechanisch machbar ist
oder gar nicht moglich ist, wie das folgende Beispiel zeigt:
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procedure add(x: in out integer; y: in natural) is
--P: x=cAy=20
--R: x=vyv + c
--t: vy
h: positive;
k: integer;

begin
h := y+1;
k := x-1;
if h /= 1 then
add (k, h-2)
X 1= X+1;
x := k+2;
end if;
end add

AlsVC ergibt sich

[Xx=cAy=>20= y>0]=true

[X=CcAT=y2>0= wp(body,x=y+c)]

= |f-Regel

[X=cAT=y20=>wp(hk=y+1x-1,

(h#1= wp(add(k,h—2),k+2=y+cC))

A(h=1= x=y+0))]

= Zuweisung

[Xx=cAT=y20= (h#1= wp(add(k,h—2),k+2=y+c))} 4 A(y+1=1= x=y+C))]
= Logik

[X=cAT=y>0Ahz1= (wp(add(k,h—2),k+2=y+c)" ]

y+1,x

Induktionsvoraussetzung ist
[h—-2<TAk=cah>2= wp(add(k,h-2),k =h—2+¢)]

esist also zu zeigen

[(h—2<T Ak =cah>2= wp(add(k,h—2),k =h—2+c)) =
(x=cAT=y21ahz1= (wp(add(k,h—2),k+2=y+c))" )]

y+1,x

= Logik

[(h—2<TAk=cah>22=wp(add(k,h—2),k=h-2+Cc))Ax=cAT=y21ahzl=

(wp(add(k,h—2),k+2=y+¢c))™ ]

y+1,x

An dieser Stelle kann der Ausdruck nicht weiter umgeformt werden. Die Substitutionen kén-
nen nicht durchgeftihrt werden, da die V oraussetzungen des Substitutionslemmas fur wp nicht
erfullt sind.

[ ]
Daher wird die Beweisregel von Bijlsma um den Beweis der Terminierung wie in [D92: 104-
109] erweitert, was zu folgender Beweisregel fuhrt:
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Die Prozedur procedure proc (x: in; y: in out; z: out) ist spezifiziert durch (P, R)
und die Terminierungsfunktion t. Dann muf3 gezeigt werden:

[P=t>0Q]
[PAt=T = wp(body, R)], (T ist eine neue Variable)

wobei wp( proc(a,b,c), N) des rekursiven Aufrufsim Prozedurrumpf body durch das stérkere
Pradikat vcb Aty <T approximiert wird (vcbt im Folgenden).

Da es vorkommen kann, dal3 in-out-Parameter und Spezifikationsvariablen wegen der Be-
weisregel von Bijlsma im Laufe des Beweises in einer Formel sowohl frei als auch gebunden
vorkommen konnen, werden diese Variablen (aus Sicht der Formel sind Parameter und Spezi-
fikationsvariablen syntaktisch Variablen) durch Anflgen eines Apostrophs (‘) umbenannt.
Daswird durch die Beispiele 2 und 3 erlautert. Damit ergibt sich

[P=t>0Q]
[Pl AT =t = wp(body), R\:T7)], (msind Spezifikationsvariablen)

Beispide:
Beispid 1. Fakultét:

procedure fac(n: in natural; f: out positive) is
-- P: n 0
-- R: £ n!
-- t: n
begin

if n =0 then £ := 1;

else fac(n-1, f);

f :=n * f£;

end if;

end fac;

AlsVCserhdlt man
1.[n>20=n>0]=true

n v

: wp(body, f = n)

< veht

T>n-120A(Vf:(n-120= f =(n-D)!) = f =(n-1)!
Zu zeigen ist

[N>20AN=T=(MN20=T>n-1>20A(Vf :(nN-1>20= f =(n-D!) = f =(n-1!)]

true
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Das folgende Beispiel ist die nichtterminierende Prozedur von oben:

procedure fac(n: in natural; f: out positive) is
-- P: n >= 0
-- R: £ = n!
-- t: n
begin

if n =0 then £ := 1;

else fac(n+l, f);

f := £/ (n+1);

end if;

end fac;

AlsVCserhdlt man
1.[n>20=n>0]=true

: wp(body, f = n)

< veht

T>n+1>20A(Vf:(n+120=f=(n+D)) = f =(n+D)!
Zu zeigen ist

[N>20AN=T=(MNz20=T>n+1>20A(Vf:(n+1>20= f =(n+D)) = f =(n+D!)]

false
°
Mit einer anderen Terminierungsfunktion kann Teil 2 gezeigt werden:
procedure fac(n: in natural; f: out positive) is
--V: n >= 0
-- N: £ = n!
-- t: -n
begin
if n =0 then £ := 1;
else fac(n+l, f);
f := £/ (n+l);
end if;
end fac;

Als 2. VC erhdt man
2.

wp(body, f =n!)

< vcbt

T>-(N+D)AN+1>20A(VF:(Nn+120=f=(n+D)) = f =(n+D)!
Zu zeigen ist

[N>20A-N=T=Nz20=>T>—-(N+D)AN+1>20A(Vf:(n+120= f =(n+)!) = f =(n+1!)]

true

Allerdings ist hier Bedingung 1, die Beschranktheit der Terminierungsfunktion nach unten,
nicht erfllt. Dieses Beispiel zeigt die Notwendigkeit dieser Bedingung.
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Mit Typpriifung sieht das Beispiel so aus, wobei n e 0..NMAX (=: ntyp) und f € 1.2% —1(=:
ftyp):

procedure fac(n: in ntyp; f: out ftyp) is
-- P: n € ntyp

-- R: £ = n!

-- t: n

begin
if n =0 then £ := 1;
else fac(n-1, f);

f :=n * f£;

end if;

end fac;

AlsVCserhdlt man
1. [ne ntyp=n=>0]=true
: wp(body, f = n)
< vcbt
T>n=-1>20AMf :(n-lentyp=f=(n-D)= f =(n-D! Anf e ftyp
Zu zeigen ist
[nentypAan=T =
N20=T>n=-1>20A(Vf:(n=1lentyp= f =(n=-D!) = f =(n-D! Anf e ftyp)]

true, fallsO< NMAX <20
false sonst

[ ]
Beispiel 2: Addition:
Dieses Beispiel illustriert die Verwendung von in-out-Parametern und Spezifikationsvaria-
blen. In den Formeln des Korrektheitsbeweises sind das Variablen, die sowohl frei (in P und

R) als auch gebunden (durch die Beweisregel) vorkommen konnen. Die freien Vorkommen
werden deshalb durch Anfiigen eines Apostrophs (‘) umbenannt.

procedure add(x: in out integer; y: in natural) is
--P: x=cAy=20
--R: x =y +cC

- = t y
begin
if v /= 0 then
add(x, y-1);
X 1= X+1;
end if;
end add;
AlsVCserhédlt man
[P=t>0(]

[PAt=T = wp(body, R)]
1 [X=CAy2>20= y>0]=true
2. [X=cAy20Ay=T = wp(body;.,X'=y+C)]
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wp(body;.,X'=y+C)

< vcbt

y—-1<TA(dc:X=cAay-120)A

(Vx:(Ve:X=cAy-120= x=y-1+C) = X+1l=y-1+C)vy=0AX=y+C
= mit c= X', Logik

(Y20=2y-1<TAYy2IA (VX (Y212 X=y+X-) = X+1=y-1+C)) AX'=C

< zu zeigen (*)

X=CAy20Ay=T

(*) Subgtitution
[V20=2 (Y202 y—1<yAYy2IA(VX(Y21= X=y+ X-D) = X+1=y+ X)) A X=X]

true

Beispid 3: Addition, komplizierter:

Das folgende Beispiel ist die rekursive Prozedur von oben, die mit der Regel von Dahl nicht
bewiesen werden kann.

procedure add(x: in out integer; y: in natural) is

--P: x=cAy=20
-- R: x =y +c
--t: vy

h: positive;
k: integer;

begin
h := y+1;
k := x-1;
if h /= 1 then
add(k, h-2);
X 1= X+1;
x := k+2;
end if;
end add;
AlsVCserhédlt man

[P=t>0Q]
[PAt=T = wp(body, R)]

1 [X=CAy2>20= y>0]=true
2. [X=cAy20Ay=T = wp(body;.,X'=y+C)]
wp(body;.,X'=y+C)
< veht
(YZ20=2 y—1<TAY2IA(VX(Y21l X=Yy+ X-2)=> X+2=y+C)) AX=C
< zu zeigen (*)
X=CAy20Ay=T
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(*) Subgtitution
[V20=2 (Y202 Yy—1<YyAYZ2IA (VX (Y21 X=y+ X-2) = X+2=Y+ X)) AX=X]

true
[ ]

Beispid 4: McCarthy’s 91-Funktion [M83]:
Das ist ein akademisches Standardbeispiel fur eine rekursive Funktion, bei der man nicht
durch bloR3es ,Hinsehen* erkennt, was die Funktion berechnet bzw. wie das zu beweisen ist.
Die in der Literatur vorkommenden Beweise sind alle mehr oder weniger , trickreich”. Hier
wird ein rein mechanischer Beweis gezeigt.

procedure p(x: in integer; y: out integer) is

-~ P: MININT <= X <= MAXINT

-- R: x>100 Ay =x - 10 vx <100 Ay = 91
-- t: MAXINT - x
g: integer;

begin
if x > 100 then y := x - 10;
else p(x + 11, q); plg, y);
end if;

end p;

AlsVCserhdlt man
[MININT < x< MAXINT = MAXINT — x> 0] =true

[t=T Atrue= wp(body,x >100A y=Xx—10v Xx<100 A y = 91)]

wp(body,x >100A y=Xx—-10v x<100A y =9])

< vcbt

ty <TA(q<100= x<101) A (q>100A X>100=> g = X) A (q>100A x<100= q = 101)
wp(p(x+11,q), wp(p(d, y),Xx>100A y = x-10v x<100 A y = 91))

& vebt

o, <TAX>89=1t;, <T)A(X<89=t5 <T)Ax<100

x+1

Zu zeigen:
[t=TAXx<100=>t,,, <TA(X>89=1t;, <T)A(X<8I=ty <T) A x<100]

x+1

true
[ ]
Beispid 5: Indirekte Rekursion:
Fur indirekt rekursive Prozeduren arbeitet das Verfahren genauso. Um die Korrektheit einer
der Prozeduren zu zeigen, muf3 die Korrektheit jeder verwendeten Prozedur gezeigt werden.

Beispid:
procedure even(n: in natural; b: out boolean) is
-- P: n >= 0
-- R: b= (nmod 2 = 0)
-- t: n
begin
if n = 0 then b := true;
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else odd(n-1, b);
end if;
end even;

procedure odd(n: in natural; b: out boolean) is
-- P: n >= 0
-- R: b= (nmod 2 = 1)
-- t: n
begin
if n = 0 then b := false;
else even(n-1, b);
end if;
end odd;

Korrektheit von even

[n>0=n>0]=true

[T=n>0=("n=0=nmod2=0) A (n#0= wp(odd(n-1,b),b=(nmod2 = 0)))]

< vcbt

[T=n>21=n-1<TAN-1>20A(Vb:(n-1>20=b=((n—-1)mod2=1) = b= (nmod2 = 0))]

true

Korrektheit von odd (analog)

[n>0=n>0]=true

T=n>20=(N=0=nmod2+1) A (n#0= wp(even(n—1b),b=(nmod2 = 1)))
< vcbt

true

95



4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Dieses Kapitel stellt neue Techniken vor, mit denen unter bestimmten Bedingungen die Kor-
rektheit von Schleifen gezeigt werden kann, die nur durch ihre Vor- und Nachbedingung spe-
zifiziert sind, d.h. die ohne Invariante und Terminierungsfunktion gegeben sind. Ziel dabei ist,
VCs fur Schleifen genauso wie fir andere Konstrukte zu generieren, bei denen die VC nur aus
den Anweisungen und der Spezifikation generiert wird. Dabei ist das Vorgehen fur For- und
While-Schleifen sehr unterschiedlich. Bei For-Schleifen wird versucht, eine Invariante zu
erzeugen und damit die Korrektheit zu zeigen. Zu diesem Zweck wird versucht, die Heuristik
Ersetzen einer Konstante durch eine Variable zu automatisieren (Abschnitt 4.1). Bei While-
Schleifen wird nicht versucht, eine Invariante zu erzeugen, sondern gleich die schwéachste
Vorbedingung (Abschnitt 4.2) berechnet.

4.1 Erzeugung von Invarianten ftr For-Schleifen

Zwei in der Literatur z.B. [G81: 195-205] vorkommende Heuristiken zum Finden einer Inva
rianten sind Entfernung eines Konjunkts aus der Nachbedingung und Ersetzen einer Kon-
stanten durch eine Variable. Da es sich um Heuristiken handelt, sind diese Methoden nur
schwer zu automatisieren. Doch bei For-Schleifen funktioniert sehr oft die zweite Heuristik,
indem man die Schleifenobergrenze, die innerhalb der Schleife eine Konstante ist, durch die
Schleifenvariable ersetzt.
Damit das automatisierbar ist, muf3 die Schleifenobergrenze eine Variable sein, denn nur Va-
riablen sind in Ausdriicken ersetzbar. (Eine Variable im Sinne der Prédikatenlogik, d.h. auch
ein als Konstante definierter Bezeichner ist hier Variable; eine Konstante im Sinne der Pradi-
katenlogik ist ein Zahlenliteral.) Man ersetzt einfach die Schleifenobergrenze in der Nachbe-
dingung durch die Schleifenvariable und testet, ob das so entstandene Pradikat eine Invariante
fur die For-Schleife ist. Falls ja, ist die Schleife korrekt, falls nicht, ist das keine Invariante.
Das kann 2 Grinde haben: die Schleife ist nicht korrekt, und es gibt gar keine Invariante (Satz
3.27); oder die Schleife ist korrekt, und das Verfahren kann keine Invariante ermitteln. In die-
sem Fall muf3 eine Invariante angegeben werden.
Falls Vor- und Nachbedingung als Konjunktion vorliegen und beide Zusicherungen gleiche
gemeinsame Konjunkte haben, deren Variablen nicht im Rumpf S verandert werden, so sind
diese gemeinsamen Konjunkte invariant. Das kommt besonders bei geschachtelten Schleifen
vor. Es kann vorkommen, dal? diese Konjunkte die Schleifenobergrenze enthalten. Wenn die-
se dann durch die Schleifenvariable ersetzt wird, hat man im Allgemeinen keine Schleifenin-
variante mehr. Man darf die Ersetzung also nur in den Konjunkten der Nachbedingung vor-
nehmen, die nicht in der Vorbedingung vorkommen.
Diese Methode funktioniert also hochstens, wenn die Obergrenze b eine Variable ist. Falls die
Obergrenze keine Variable ist, konnte man auf die |dee kommen, vor Ausfihrung der Schleife
h := b; einzufiihren, und als Obergrenze dann die neue Hilfsvariable h zu verwenden. Das
funktioniert im Allgemeinen aber nicht, da h in der Nachbedingung nicht vorkommt. Ersetzen
einer nicht vorkommenden Variablen ergibt denselben Ausdruck, so dal3 man die Nachbedin-
gung selbst als Invariante benutzen mifite, was in den meisten Fallen nicht geht.
Eine Losung dieses Problems ist eine semantisch &quivalente Schleife, die als Obergrenze
eine Variable hat. Diese Schleife wird durch eine Verschiebung t des Laufbereichs der Schlei-
fenvariablen erzeugt, so dal3 die beiden For-Schleifen

-V

for i in a .. b loop

S(i);
end loop;
-- N
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und

-V

for i in t(a) .. t(b) loop
S(tr (1))

end loop;

-~ N

semantisch aquivalent sind. t ist eine Funktion auf der Menge T der Terme der Ganzzahla
rithmetik t: T +— T, und t' ist die zu t inverse Funktion (T ist wie Ublich definiert). Die ge-
naue Definition von t wird in den Definitionen 4.3 und 4.4 angegeben. Im Folgenden wird
schrittweise auf diese Definition hingearbeitet , um zu verdeutlichen, wie sie zustande kommt.
t muf3 folgende Eigenschaften erfillen:

1. tist auf a..b definiert und bijektiv, damit die inverse Funktion existiert

2. t(b) —t(a) =b-a, d.h. die Anzahl der Schleifendurchlaufe wird nicht verandert

3. (Vi,J;a<i< j<bt(i) <t(j)); t ist streng monoton steigend, damit die Reihenfolge
der Schleifendurchlaufe nicht verandert wird

4. t(b) ist eine Variable

5. t(b) kommt in N und b vor (t(b) e free(N) n freg(b))

6. t enthélt keine Variablen, die in der Schleife verandert werden

((Vve free(t) :trans(S,v)))

Die ersten 3 Forderungen mussen erflllt sein, damit die transformierte Schleife zur urspring-
lichen semantisch aquivalent ist. Die 6. Forderung ist wichtig fir den Fall, dal3 eine Variable
im Schleifenrumpf zum ersten Mal einen Wert zugewiesen bekommt und somit vorher unde-
finiert ist. Dann wirde t einen undefinierten Wert erhalten und Forderung 1 nicht erfillt sein.
Forderung 6 ist also eine Konsequenz aus Forderung 1, womit diese beiden Forderungen nicht
unabhéngig sind. Bei der Aufstellung der Forderungen wurde auch nicht auf Unabhangigkeit
Wert gelegt, sondern auf Verstandnis fir den Grund der Forderungen.

Die Forderungen 4 und 5 sind fur die Erzeugung der Invarianten notwendig.

Satz 4.1: Die Eigenschaften 1., 2. und 3. sind erfullt, wenn gilt:
(Vira<i<bt(i+D-t@i)=1

Beweis:

Eigenschaft 2. a<b: sei a+i=bAi >0, Induktion tber i:

i =0: t(b)-t(a)=t(a+i)-t(a)=t(a)-t(a)=0

I —>i+1 Induktionsvoraussetzung t(a+i) —t(a) =i
Zu zeigen: t(a+i+1) —-t(@)=i+1

tla+i+)—t(a)=1+t(a+i)—t(a)=1+i
(nach Voraussetzung des Satzes (Vi:a<i<b:it(i+1) —t(i)=1) und Indukti-
onsvoraussetzung)

Falls a> b, gilt die Aussage wegen Allquantifizierung tUber den leeren Bereich.

Eigenschaft 1. t ist auf a..b definiert: wenn t nicht auf a..b definiert wére, ware mindestens
ein Teillausdruck von (Vi:a<i<hb:t(i+1) —t(i) =1) nicht definiert, und somit wirde die
Voraussetzung des Satzes nicht gelten.

t ist bijektiv, d.h. injektiv und surjektiv:
e tist injektiv: zu zeigen (Vi, ja<i,j <bai = j:it(i) #t(]))
angenommen, das gilt nicht, d.h. (3i, ja<i,j<bai = j:t(i) =t(j)) und somit
t(i)—t(j) = 0. Nach Eigenschaft 2 ist aber t(i)—t(j)=i—j=0furi=j.
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e tist surjektiv: dat injektiv ist und der Definitionsbereich von t diskret und endlich ist,
folgt mit dem Schubfachprinzip, dal3 t auch surjektiv und damit bijektiv ist.
Eigenschaft 3: tist streng monoton steigend, d.h. (Vi, j:a<i< j<b:it(i) <t()))
Sei i+k=jAk>0.Dannist wegen Eigenschaft 2
t(j))-t@)=t(i+k)-t@i)=i+k—-i=k>0,dh. t(i) <t(j).
[ ]
Satz 4.2: Die Schleifen

for i in a .. b loop
S(i);
end loop;

und

for i in t(a) .. t(b) loop
S(tr (1))
end loop;

wobei t eine Funktion mit den Eigenschaften 1, 2 und 3 ist, sind semantisch aquivalent.
Beweis: die operationelle Semantik der 1. Schleifeist

S(a); S(a+l); S(a+2); ... ; S(b-1); s(b);
die operationelle Semantik der 2. Schleife ist
S(tr(t(a))); s(t’(t(a)+1)); S(t’(t(a)+2)); ... ; S(t’(t(b)-1)); S(t’(t(b)))
= Eigenschaften von t
S(tr(t(a))); S(t’ (t(a+l))); S(t’(t(a+2))); ... ; S(t’(t(b-1))); S(b)
= Eigenschaften von t
S(a); S(a+l); S(a+2); ... ; S(b-1); s(b);

Da die Transformation nicht im Programm sondern nur mathematisch durchgeftihrt wird,
kann es keine Bereichsiiberschreitungen oder Seiteneffekte geben.
Wiunschenswert ist auch, dai? die Variable t(b) nicht in t vorkommt. Diese Eigenschaft sowie

die Voraussetzungen von Satz 4.1 sind von N unabhéngig und erfillt, wenn die Obergrenze b
geeignet ist.

Definition 4.3: Ein Term ist geeignet, wenn er linear und keine Konstante ist und mindestens
ein Koeffizient 1 ist, d. h. von der Form

C+chvj (n21C,c;ez,c =1furein kl<k<n,v; verschiedene Variablen).
j=1

Dannist t eine Funktion, die b nach v, aufldst und folgendermaf3en definiert ist:

Definition 4.4:
t(b) =b-C-Ycv,
b
t'(X)=x+C+) ¢V,
=1

JES
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Die Griunde fur die Einschrankungen beztiglich der Form eines geeigneten Terms in Definiti-
on 4.3 sind:

1. n= 0 bedeutet, dal3 b eine Konstante ist. Ein Term, der eine Konstante ist, kann nicht nach
einer Variablen aufgelost werden. Man kdnnte eine Variable aus N addieren und C subtra-
hieren, aber das niitzt im Allgemeinen nichts. Beispiel:

-- 8 =0An <= 10
for i inn .. 10 loop
S := 8 + 1i;
end loop;
-- 8 =sum(j, n .. 10, 3J)

Mit t(b) =b-10+n erhdlt man die semantisch quivalente Schleife (bis auf eventuelle
Bereichsiiberschreitungen, die aber nicht vorkommen kénnen)

-- 8 =0An <= 10

for i in 2n-10 .. n loop
S := s+i+10-n;

end loop;

-- 8 =sum(j, n .. 10, 3J)

10
AlsInvariante erhielte man s= Z J , was nicht stimmt.
j=i
2. Wennein ¢, =1 ist, dann ergibt die Funktion t(b) = v, und v, kommt nicht int

vor. t erfillt dann die Voraussetzung von Satz 4.1.
Fallskein ¢, =1, dann gibt es keine Funktion t mit t(b) = v, , ohne dald v, int vorkommt.

Wenn z.B. b=2m ist, dann erreicht man m nur durch Subtraktion von m. Damit kommt m
int vor. Division durch 2 wiirde die V oraussetzung von Satz 4.1 verletzen.

3. Wenn zwei gleiche Variablen v; und v; mit Koeffizient 1 vorkommen, so ist zwar rein
syntaktisch Punkt 2 erfullt, aber es gibt es keine Funktion t mit t(b) = v, , ohnedal3 v, int
vorkommt; ein Beispiel ist m+m.

Forderung 5 lautet t(b) e free(N) N free(b). Falls free(N) n freg(b) =3, ist keine Trans-
formation der Schleife mdglich (Beispiel 4). Falls free(N) n free(b) # &, gibt es mehrere
madgliche Funktionen.

Sei  free(N) free(b) ={v,,...,v,},n=1, dann gibt es n Funktionen t,i=1..n mit
t. (b) = v,. Jede beliebige Teilmenge dieser n Funktionen kann zu einer Invarianten fuhren
durch Ersetzung von v, durch die Schleifenvariable in N. Weiter unten werden Beispiele mit

n= 2 fir jeden Fall angegeben, d.h. keine Funktion (Beispiel 5) bzw. genau eine (Beispiel 3)
bzw. beide (Beispiel 2) fuhren zu einer Invarianten.

Die Verifikationsbedingungen werden aus denen fur die For-Schleife mit gegebener Invari-
ante (Abschnitt3.4.2) hergeleitet. Folgende For-Schleife sei gegeben:

-- VAG

for i in a .. b loop
S (i)

end loop;

-- NAG

G ist das gemeinsame Konjunkt von Vor- und Nachbedingung, wie auf S.97 erwahnt. t(b) ist
eine Variable in b und N. Die transformierte Schleife lautet dann
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

-- VAG

for i in t(a) .. t(b) loop
S(t’ (1))

end loop;

-- NAG

Die magliche Invariante ist dann N'® A G . Die Verifikationsbedingungen lauten

1)
[VAGAt(a)>t(b)= N AG]

=t streng monoton steigend, Logik
[VAGAa>b= N]

)
[V AG at(a) <t(b) = wp(S('(t(a)), (N A G)y(a))]
=t streng monoton steigend und bijektiv, Substitution, i ¢ Var (G)
[V AGAra<b= wp(S(a),N;5 AG)]
= Konjunktivité von wp, Logik
[V AGAra<b= wp(S(a),N;2)]
(3) [t(a) +1<i <t(b) A NIY A G = wp(S(t'(1)), N/®)]
(4)

[t(a) <t(0) A(NI® AG), = NAG]
= Substitution, i ¢ Var (G)

true

Die 4. VC ist schon auf Grund der Konstruktion erfillt und entfallt somit bei diesem Verfah-
ren. Falls die ersten 3 VCs bewiesen werden kdnnen, ist die Schleife korrekt. Falls nicht, ist
das konstruierte Pradikat keine Invariante. Dann muf3 man die nachste Transformation aus-
probieren (Beispiel 3). Da es sich bei dem Verfahren nur um eine Heuristik handelt, ist klar,
dal3 das Verfahren nicht immer eine Invariante liefern kann, auch wenn die Schleife korrekt
ist. Andererseits kann es vorkommen, dal3 eine Invariante auf eine andere Weise relativ ein-
fach gefunden werden kann und von diesem V erfahren nicht erzeugt wird.

Die Transformation der Schleife ist moglich, wenn b ein geeigneter Term ist. Aber das ist
keine wesentliche Einschrénkung, da die Obergrenzen fast aller For-Schleifen diese Form
haben [GB91]. Meistens sind die Obergrenzen von For-Schleifen Variablen, eine Summe ei-
ner Variablen und einer Konstanten oder die Summe von 2 Variablen. Die Form der Unter-
grenze spielt keine Rolle. Die komplizierteste Obergrenze in [GB91] ist ein Term der Form

)

Beispiele
Beispid 1. Summation
-- s =20
for i in 1 .. n loop
S := 8 + 1i;
end loop;
-- s =sum(j, 1 .. n, Jj)
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Obergrenze ist Variable, kein gemeinsames Konjunkt, keine Transformation erforderlich;

einzige gemeinsame Variable ist n, Ersetzung von n durch i ergibt die Invariante s= Z J.
j=1
[ ]

Beispid 2: Summation

-- 8 =20
for i in 1 .. n + m loop
S := 8 + 1i;
end loop;
-- s =sum(j, 1 .. n + m, j)

Obergrenze ist geeignet, kein gemeinsames Konjunkt, 2 gemeinsame Variablen, 2 Transfor-
mationen moglich

t,(X) = x—n,t,’(X) = X+ n oder
t,(X) = x—mt,’(X) = x+m

beide Transformationen ergeben eine Invariante. Mit t, ergeben sich folgende VCs:
1)

[s=0Al>m+n=s=) j]
=1

true
(2
m+(1-m)
[s=0Al<m+n=wp(s=s+ls= ) j)]
=t
true
©)
m+i-1 m+i
[(A-m)+1<i<nas= Y j=wp(si=s+i+ms=) j)]
j=1 j=1
true

Beispid 3: Summation

-- 8 =0AnNn=2=20

for i inm .. m + n loop
S := S + 1i;
end loop;
--n20As=sun(j, 1 .. n, j) + m*(n+l)

Obergrenze ist geeignet, ein gemeinsames Konjunkt, 2 gemeinsame Variablen, 2 Transforma-
tionen moglich

t,(X) = x—n,t,’(X) = X+ n oder
t,(X) = x—mt,’(X) = x+m
Die 1. Transformation fuhrt zu n>0A s:(Zj)H -(n+1). Das it keine Invariante der

j=1
transformierten Schleife.
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Die 2. Transformation fihrt zu n>0A s= (Z j)+m-(i+2) . Nur das n in den nicht gemein-
j=1

samen Konjunkten darf ersetzt werden. Das ist eine Invariante der transformierten Schleife.

DieVCssind:

(@) [nZO/\s:O/\m>m+n:>s:(2j)+m-(n+1)]Etrue
j=1

(2) [n=20As=0Am<m+n= wp(s:=S+m,s= (nirjj)+m-((m—m)+1))] = true

© : |

[M-m+1<i< n/\s:(lij)+m-(i —-1+1) = wp(s:=s+i +m,s:(2j)+m-(i +1))]

true

Beispid 4: Summation
-- 8 =0An->1
for i in 1 .. n loop
S := 8 + 1i;
end loop;
-- 8 > 2

Keine gemeinsamen Variablen in der Obergrenze und der Nachbedingung. Keine Transfor-
mation ist erforderlich, da die Obergrenze eine einfache Variable ist. Da diese nicht in der
Nachbedingung vorkommt, &ndert eine Ersetzung von n in N durch i nichtsan N. Aber s> 2
ist keine Invariante.

[ ]
Beispid 5: Summation

--8s=0AmM20ANnZ=0

for i in 1 .. m + n loop
S := 8 + 1i;
end loop;
-- s =sum(j, 1 .. n, j) + sum(j, n+l .. m + n, j)

Die Obergrenze ist geeignet, 2 gemeinsame Variablen, kein gemeinsames Konjunkt, 2 Trans-
formationen moglich:

t,(X) = x—m,t,’(X) = X+ m oder
t,(X) = x—n,t,’(X) = x+n

Keine der beiden Transformationen fihrt zu einer Invarianten der transformierten Schleife.

[ ]
Beispiel 6: Bubble - Sort
Mit diesem etwas komplexeren Beispiel kénnen mehrere Verfahren illustriert und erlautert
werden. Es handelt sich um zwei geschachtelte Schleifen, bei der die Methode aus Abschnitt
3.4.4 verwendet wird. Daran sieht man erneut, dal3 man sich bei der Spezifikation und beim
Beweis der inneren Schleife nur auf diese zu konzentrieren braucht, ohne die auf3ere Schleife
zu bertcksichtigen. D.h. die innere Schleife kann relativ unabhangig betrachtet werden.
Die hier vorgestellte Methode zum Beweis einer For-Schleife ohne gegebene Invariante funk-
tioniert in dem Beispiel nicht flr die auf3ere Schleife. Hier mul3 also eine Invariante angege-
ben werden. Die innere Schleife kann ohne gegebene Invariante bewiesen werden.
AuRerdem kommt ein Prozeduraufruf mit Array-Parametern vor.
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--Va: n=21Aa-=2=»4a
for i in 1 .. n-1 loop
-- a = perm(A) A sort(a(n-i+2 .. n)) A a(n-i+2) =2 a(l .. n-i+1)
--Vi: 1 £1<n-1
for j in 1l .. n - i loop
if a(j) > a(j+1) then swap(a(j), a(j+1l)); end if;
end loop;
-- Ni: a(n-i+l) =2 a(l .. n-1i+1)
-- Pa: a = perm(A) A sort(a(n-i+1 .. n)) A a(n-i+1) =2 a(l .. n -

end loop;

-- Na: a = perm(A) A sort(a(l .. n))
a= perm(A) =dasArray a ist eine Permutation des Arrays A
sort(a(n..m)) = das Array a ist von n bis m aufsteigend geordnet
e>a(n..m) = e> jedes Element des Arraysa von n bism

Korrektheit der auflere Schleife: Obergrenze ist geeignet, eine gemeinsame Variable, kein
gemeinsames Konjunkt, eine mogliche Transformation:

t(x) =x+1,t'(x) =x-1

Das daraus resultierende Pradikat ist keine Invariante der inneren Schleife. Es besagt, dal die
ersten i Elemente von a geordnet sind. Eine Invariante ist: die letzten i Elemente von a sind
geordnet und groRer oder gleich den ersten n—i Elementen von a. Diese Invariante P, muf3
angegeben werden.

Damit kann die Korrektheit der &uReren Schleife bewiesen werden. Hier erkennt man auch
einen wichtigen Zusammenhang zwischen der Methode aus Abschnitt 3.4.4 und dem automa-
tischen Erzeugen von Schleifeninvarianten. Denn nur durch Anwendung dieser Methode ist
eine Invariante fur die innere Schleife automatisch zu erzeugen. Ohne diese Methode mf3ten
[N, = P,] und [(P,)!, = V.] gezeigt werden. Damit das funktioniert, miiten V, und N, so
geéndert werden, dal3 sie nicht mehr unabhéngig von P, sind. Das ist moglich, fhrt aber da-
zu, dal3 fur die innere Schleife keine Invariante automatisch erzeugt werden kann.

Korrektheit der inneren Schleife;
Obergrenze ist geeignet, kein gemeinsames Konjunkt, 2 gemeinsame Variablen, 2 mdgliche
Transformationen

t,(X) = x+2i —n,t,’(X) = X—2i + n oder
t,(X) = X+i,t,’(X) = x—1i

t, fuhrt zu einem Préadikat, das keine Invariante der inneren Schleife ist. Mit t, ergibt sich
eine Invariante der inneren Schleife.

[ ]
Fur abwarts zdhlende For-Schleifen ergibt sich eine analoge Methode. Die VCs werden aus
denen fir die abwartszéhlende For-Schleife mit gegebener Invariante (Abschnitt3.4.2.3) her-
geleitet. Folgende For-Schleife sei gegeben:

-- VAG

for i in reverse a .. b loop
S (1)

end loop;

-- N AG

G ist das gemeinsame Konjunkt von Vor- und Nachbedingung. t,(a) ist eine Variable in a
und N. Die transformierte Schleife lautet dann
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-- VAG

for i in reverse t(a) .. t(b) loop
S(t’ (1))

end loop;

-- N AG

Die mdgliche Invariante ist dann N'® A G. Die Verifikationsbedingungen lauten

1)
[VAGAt(a)>t(b)= N AG]

=t streng monoton steigend, Logik

[VAGAa>b= N]

)
[V A G at(a) <t(b) = wp(S(t'(t(b)), (N A G)y)]

=t streng monoton steigend und bijektiv, Substitution, i ¢ Var (G)
[V AGAra<b= wp(S(b), N AG)]
= Konjunktivité von wp, Logik
[V AGAa<b= wp(S(b), Nt‘((ba)) )]
(3) [t(a) <i <t(b)-1A N{& A G = wp(S(t' (i), N;®)]
(4) [t(a) <t(B) A (N/® AG)i(, = N]
= Subgtitution, i ¢ Var (G)
true
Beispid:
Die innere For-Schleife eines Bubble-Sort-Algorithmus, bei dem das geordnete Tellarray nach
jedem Durchlauf der auf3eren Schleife von links nach rechts wéchst, sieht so aus:

--1<1<n

for j in reverse i+l .. n loop
if a(j) < a(j-1) then swap(a(j), a(j-1)); end if;
end loop;
-- a(i) < a(i .. n)
t(x) =x-1Lt'(x)=x+1
D [VAGAa>b= N]

[1<i<nAi+l>n=a(i)<a(.n)] =true
) [V AGAra<b= wp(S(b), Nl

[1<i<nAi+1<n= wp(if a(n) < a(n—1) then swap (a(n),a(n-1)),a(n-1) <a(n-1..n))]

&Ue
(3) [t(a) <i<t(b)—1A N'® AG = wp(S(t’'(i)), Nit(a) )]

i+1
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[[<j<n-2ra(j+)<a(j+1.n)=
wp(ifa(j +1) <a(j) then swap(a(j +1),a(j));, a(j) <a(j..n))]

true

Einige zusammenfassende Bemer kungen:

1. Invarianten von For-Schleifen lassen sich manchmal relativ einfach aus der Nachbe-
dingung ermitteln. Dazu muf3 die Obergrenze der For-Schleife ein geeigneter Aus-
druck sein. Fur abwértszahlende For-Schleifen sollte die Untergrenze der For-
Schleife ein geeigneter Ausdruck sein. Falls beide Grenzen Konstanten sind, kann
man die Schleife durch loop-unrolling verifizieren.

2. Es gibt For-Schleifen, bei denen es darauf ankommt, ob sie aufwarts- oder abwarts-
zéhlend sind, und es gibt For-Schleifen, wo das nicht der Fall ist. Im letzteren Fall
wird dann meistens eine aufwartszdhlende For-Schleife verwendet. Bel aufwarts-
zahlenden For-Schleifen ist die Obergrenze meistens ein geeigneter Ausdruck. Bei
abwaértszahlenden For-Schleifen kommt es oft vor, dal3 die Untergrenze eine Kon-
stante ist. Dann funktioniert diese Methode nicht.

3. Bei While-Schleifen funktioniert diese Methode im Allgemeinen nicht, da es keinen
allgemeinen Zusammenhang zwischen den einzelnen Teilen gibt. Mit gegebener
Terminierungsfunktion t kann man eine While- durch eine For-Schleife darstellen.

-V
-- t

while B loop S end loop
-- N

Da t >0 und mit jedem Schleifendurchlauf kleiner wird, d.h. um mindestens 1 ab-
nimmt, ist die Anzahl der Schleifendurchlaufe maximal t. Damit ist eine semantisch
aquivalente For-Schleife

--V

for i in 1 .. t loop
if B then S end if;

end loop;

-- N

Dabei kann es vorkommen, dal3 t Variablen enthélt, die in S gedndert werden. Um
das zu vermeiden, kann man in t Substitutionen der Form Y durchfilhren, wobei

v=e Teil der Vorbedingung ist. Wenn e keine Variable i, ist das kein Problem.
Falls e Variable ist, mul3 in t so substituiert werden, dal3 t moglichst keine Variable
enthdlt, sie in S gedndert wird und die in V vorkommt. Die letzte Forderung ist fir
die Anwendung der oben vorgestellten Methode nétig.

Als Beispiele werden die While-Schleifen von [G81] untersucht. Es stellt sich her-
aus, dal? auf diese Weise genau die While-Schleifen verifiziert werden kénnen, die
»verkappte® For-Schleifen sind. Das sind While-Schleifen, bei denen die genaue
(und nicht nur die maximale) Anzahl der Durchldufe festliegt. Typischerweise sieht
eine , verkappte" For-Schleife so aus:

--VANn>0A1=1
while 1 < n loop
S;
i := i+1;
end loop;
-- N

Dabei gilt trans(S, n) Atrans(S,i) .
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4.2 Berechnung der wp von While-Schleifen

Dieser Abschnitt beinhaltet eine neue Methode zur Berechnung der schwéchsten Vorbedin-
gung von While-Schleifen, die ohne Invariante und Terminierungsfunktion gegeben sind, d.h.
es sind nur Vor- und Nachbedingung sowie die Schleife selbst gegeben. Damit ist es moglich,
auch fur While-Schleifen eine exakte VC anzugeben und damit so zu behandeln, wie die An-
weisungen aus Abschnitt 3.2. Die Methode geht von dem Pradikat wp fur While-Schleifen aus
(Abschnitt 3.2.5). Nach [G81: 140] und [F89: 100] ist dieses Pradikat fur praktische Anwen-
dung wegen des grof3en Aufwands nicht geeignet. Doch gehen diese Aussagen von der An-
nahme aus, dal3 die wp von Hand berechnet wird. Es wird gezeigt, dal3 man dieses Prédikat
doch dazu benutzen kann, mechanisch mit Hilfe des Computers eine While-Schleife zu verifi-
Zieren. Die Methode ist jedoch nur partiell in dem Sinne, dal3 sie nicht fir alle Eingabepara
meter ein Ergebnis liefert. Die Eingabe besteht aus einer While-Schleife S und einer Nachbe-
dingung N, die Ausgabe ist entweder wp(S, N) oder die Angabe, dal? wp(S, N) nicht ermit-
telt werden kann. Es ist kein syntaktisches Kriterium der Eingabedaten (S, N) bekannt, nach
dem entschieden werden kann, ob wp(S, N) ermittelt werden kann oder nicht.

4.2.1 Vorhandene Methoden zur Ermittlung einer Invarianten

Zunéchst werden 3 Methoden aus [D92: 85-87] zur Ermittlung von Invarianten fur While-
Schleifen vorgestellt, von denen nur die 1. Methode funktioniert. Dal3 die beiden anderen
Methoden nicht funktionieren, wird durch jeweils ein Gegenbeispiel gezeigt. AuRerdem wird
versucht herauszufinden, was an der verbalen Argumentation fir die Korrektheit der Metho-
den nicht slimmt. Schlief3lich wird eine Modifikation von Methode 3 angegeben, mit der eine
Invariante ermittelt werden kann.

In [D92: 85-87] werden 3 Methoden gezeigt, Invarianten zu finden. Sie basieren alle auf fol-
gendem Vorgehen:

1. Schritt: Konstruiere eine Sequenz von Pradikaten By, B, P, ...

2. Schritt: Finde ein allgemeines Pradikat P(i) , bei dem sich durch Einsetzen von O, 1,
2, ... furijeweils By, P, P,, ... ergibt

3. Schritt: Die Invariante ergibt sich aus Existenz- oder Allquantifizierung tber P(i)

Wie sich zeigen wird, funktioniert nur die erste dieser 3 Methoden. Diese Verfahren sind
tellweise automatisierbar, wobei sich hier Mensch und Maschine sehr gut erganzen. Der 1.
Schritt besteht im Wesentlichen in der Anwendung von wp- oder sp-Regeln. Die Vereinfa
chung der Pradikate erleichtert stark den 2. Schritt. Die Vereinfachung ist nur teilweise auto-
matisierbar. Der 1. Schritt besteht in der Anwendung von wp- oder sp-Regeln (strongest post-
condition [G81: 120], [DS90: 209-215]; sp ist schwieriger zu berechnen und liefert kompli-
Ziertere Ausdriicke. Da sp in dieser Arbeit nicht weiter bendtigt wird, wird nicht weiter darauf
eingegangen). Der 1. Schritt ist fir den Computer ideal geeignet, da er rein mechanisch ist.
Fur den Menschen ist diese Aufgabe schlecht geeignet, da die Manipulation von komplizier-
ten Ausdriicken sehr fehleranfallig und zeitaufwendig ist.

Der 2. Schritt beinhaltet das Erkennen von gewissen gemeinsamen Mustern und Unterschie-
den in einer Sequenz von Pradikaten. Dabei kénnen die Gemeinsamkeiten und Unterschiede
verschiedenster Natur sein. Es ist kein allgemeines Verfahren bekannt, diese automatisch zu
erkennen. Allerdings ist es fur den gelibten Menschen oft moglich, sogar relativ einfach, diese
Muster zu entdecken. Dieser Schritt ist fir den Menschen einfach und fir den Computer sehr
schwer. Diese Aufgabe ist Gegenstand der Abschnitte 4.2.3-4.2.7.
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Der 3. Schritt ist wieder leicht zu automatisieren. Es folgt ein Beispiel aus [G81: 147] zur
[llustration dieser 3 Methoden. Der Algorithmus berechnet Quotient q und Rest r der Division
von x durchyy.

--xXx20AyYy>0Ag=0ArTr=2xx
-- term: r
while r >= y loop
r :=1r - Yy;
g := g+l;
end loop;

- 0<Sr<yAg*y+r=x
Methode 1, die einzige funktionierende Methode:

Die Sequenz von Pradikaten wird folgendermal3en definiert:
P, ist die Vorbedingung. P,, steht mit P in der Relation

i+1

--P;, A B
S

-- Pin

also [P AB=wp(S,P,,)]. Dannist (3i:i 20:R) eine Invariante.

Beweis: Eine Invariante ist ein Prédikat, das die 5 Eigenschaften aus Abschnitt 3.4.1 erfillt.
Da hier keine Terminierungsfunktion und keine Nachbedingung betrachtet werden, kann der
Zusammenhang zwischen diesen und der Invarianten nicht gezeigt werden. Man kann nur die
folgenden 2 Eigenschaften zeigen:

1. Die Vorbedingung impliziert die Invariante:
[P,=@Fi:i20:P)]
=miti=0
true

2. Die Invariante gilt immer am Anfang des Schleifenrumpfes:
[BA@Ei:i20:R)=wp(S,(Ji:i=0:P))]
= Skolemisierung, gebundene Umbenennung
[Vi:i20:BAR =wp(S,(Jj:]20:P))]
=mit j=i+1
[Vi:iz0:BAPRP = wp(S,P,,)]
& Definition P,

[Vi:iz0:BAR = BAPR]

true
°

P., kann mit Hilfe der Funktion sp induktiv berechnet werden:
I:)i+1 = Sp(R A B’S)
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Bemerkung: Die so berechnete Sequenz erflillt die Relation [P A B= wp(S,P,,)]. Es kann
aber auch jede andere Sequenz verwendet werden, die die Relation [P A B = wp(S,P_,)]

erflllt, z.B. eine durch Probieren gefundene. Die Sequenz mit sp zu berechnen stellt aber ein
Verfahren zur mechanischen Ermittlung einer solchen Sequenz dar.
[ ]

Fur das Beispiel ergibt sich die Sequenz
P,=x=20Ay>0Agq=0Ar=xX
P=x20Ay>0Aq=1Ar+y=XArz0

XZ0AYy>0AQq=2Ar+2y=XAr=0

P,=Xx=20Ay>0AQq=3Ar+3y=XArz=0

oJ
1l

Daraus erkennt man schon das allgemeine Pradikat
Pi)=x>20Ay>0Agq=iAr+iy=xar=0

Das wird durch Einsetzen in die Rekursionsformel tberpruft:
P..=sp(X=0Ay>0Aqg=iAr+iy=Xar=20ar=y,S)
= Zuweisungsregel fur sp
X20AY>0AQ=i+1IArT+y+iy=XAT+y20Ar+y>y
= Arithmetik
X20AYy>0Aq=i+1IAr+([(+D)y=XAr+y=>0ar=>0
= Subsumierung
X20AYy>0Aq=i+IAr+(+D)y=xAr=0

Damit ergibt sich als Invariante
Fi>20:x20Ay>0AQg=1iAr+iy=xar =>0)
= Logik
X20AY>0Ar>20A(di=20:q=iAr+iy=x)
= one-point rule
X20AY>0Ar=20Ar+qy=x

Dai’ dieses Pradikat tatséchlich eine Invariante ist, kann man leicht durch Einsetzen prifen.
[ ]

M ethode 2 funktioniert nicht:
Q ist die Nachbedingung. Fur Q, gilt
-- 0

S
-- =B = Q

Fir Q,,, 121, gilt
- Qi+l

-- B =0
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Damit ist Q, =wp(S,-B=Q) und Q,, =wp(S,B= Q),i 21. Eine Invariante soll dann
(Vi:i 22Q) sein. Fur das Beispiel ergibt sich folgende Sequenz:

Q=0<r<yaAgy+r=x
Q=r<2y=y<ragy+r=x
, =2Y<Sr<3y=0qy+r=x
Q;=3y<r<d4y=qy+r=x

Das allgemeine Pradikat ist
Q=iysr<(i+)y=>qy+r=x,i22

Uberpriifen durch Einsetzen in die Rekursionsformel ergibt
Q. =wp(Srzy=(iysr<(i+)y=aqy+r =Xx))

T/vp(S,r 2YyAlysSr<(i+)y=aqy+r=x)

:/vp(S,inr<(i +1)y=qy+r =Xx)

i_ysr—y<(i+1)y:>(q+1)y+r—y:x

?i+1)y3r <((+2y=qy+r=x
Damit ergibt sich als angebliche Invariante
Viz2:iy<sr<(i+D)y=>qy+r=x)A(r<2y=y<ragy+r=Xx)
= Logik
(@iz2:iysr<(i+)y)=qy+r=x)A(r<2y= y<r)A(r<2y=aqy+r =x)
= Logik
(y>0vr<2y=qy+r=x)A(r<2y=y<r)

Durch Einsetzen zeigt sich, dal3 dieses Préadikat keine Invariante ist. Tatsachlich funktioniert
diese Methode nicht, wie das folgende einfachere Beispiel zeigt:

--x=0vx=1
while x = 1 loop

Die Korrektheit dieser Schleife kann mit der Invarianten x=1v x=0 und der Terminie-
rungsfunktion x gezeigt werden. Folgende Sequenz erfillt die Bedingungen fir die Sequenz

Q:

Q=x=0
Q=x=2vx=1
Q, =true
Q; =true
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Damit soll x=1v x=2 eine Invariante ein, was aber nicht der Fall ist, wie man leicht nach-
prifen kann.

In [D92: 85-87] befindet sich kein formaler Beweis fir die Korrektheit dieser Methode, son-
dern nur eine verbale Argumentation. Ein Teil der Argumentationskette ist folgender: ,, Wenn
die Schleife nach i >1 Iterationen terminiert, dann war B i mal hintereinander true und da-
nach false.” Dieses Argument ist richtig. ,,In diesem Fall zeigen die Eigenschaften der Q,, dal3

B A Q, eine hinreichende Vorbedingung ist.“ Vorbedingung fir was? Vermutlich daftr, dal3 B
i mal hintereinander true und danach falseist. D.h. es soll 0.B.d.A. fiir i =1 gelten

-- 01 A B
S

-- (—|B:>Q) A —B

Die Nachbedingung ist dquivalent zu —B A Q. Das 1. Konjunkt der Nachbedingung gilt we-
gen der Konstruktion von Q,. Doch das 2. Konjunkt gilt im Allgemeinen nicht. Wenn vor
Ausfihrung von S Q, A B gilt, so gilt nach Ausfiihrung von Snicht unbedingt —B.

M ethode 3 funktioniert auch nicht:
Q ist die Nachbedingung. Fur R, gilt

-- Ry
S
-- =B A Q

Fir R,,, 121, qilt

-- Ria
S
-~ B AR

Damit it R =wp(S,-BAQ) und R,, =wp(S,BAR),i 21. Eine Invariante soll dann
(Ji:i=1:R) sein. Fur das Beispiel ergibt sich folgende Sequenz:
R=ysr<2yaqy+r=x
R, =2y<r<3yAqQy+r=x
R, =r22yA3y<r<4yagy+r=x

R = (V] :és JiijySnar<(i+hyaqy+r=x
Als angebliche Invariante erhdlt man
F@i=21:y>20Aiy<r<(i+Dhy)Aagy+r =X
= Logik
r>2y>0Aqy+r=x
Dasigt keine Invariante. Mit dem einfacheren Beispiel

--x=0vx-=1

while x = 1 loop
X := xX-1;

end loop;

--x =20

ergibt sich die Sequenz
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R =x=1
R,=x=2
Rssfalse
R, = false

Als angebliche Invariante erhdlt man x =1v x = 2, was aber nicht stimmt.

Die verbale Argumentation fir diese Methode geht von der Glltigkeit der angeblichen Invari-
anten aus. Dann wird mit Hilfe der Eigenschaften von R eine korrekte Kette von Implikatio-

nen hergeleitet. Damit hat die verbale Argumentation die Form ,, Korrektheit der Methode =
true”. Das ist aber kein gultiges Vorgehen. Allerdings kann diese Methode leicht modifiziert
werden, um eine korrekte Invariante zu erhalten. Die Konstruktion der R ergibt

-- B AR;
S

-- B ARy
S

-- B AR,
S

-- =B A Q

Daraus ergibt sich die Invariante BA(Ji 21: R)v—=BAQ.

Beweis: Da hier keine Terminierungsfunktion und keine Vorbedingung betrachtet werden,
kann der Zusammenhang zwischen diesen und der Invarianten nicht gezeigt werden. Man
kann nur die folgenden 2 Eigenschaften zeigen:

1. Die Invariante und die Negation der Schleifenbedingung implizieren die Nachbedin-
gung:

[(BAFTIi21:R)v—-BAQ)A—-B= Q]
= Distributivitét
[BA@I21:R)A-BVv-BAQA—-B=Q]
= Logik
[falsev—-BAQA—-B= Q]
= Logik
true
2. Die Invariante gilt immer am Anfang des Schleifenrumpfes:
[(BA@FI21:R)v—-BAQ)AB=wWp(S,BA(Ji 21:R)v-BAQ)]
= Distributivitét
[BA@I21:R)ABV—-BAQAB=wp(S,BAJi 21:R)v-BAQ)]
= Logik
[BA@I21:R)v false=wp(S,BA(Ji 21:R)v-=BAQ)]
< Logik, schwache Disjunktivitét
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[BAEI21:R)= Ji21:wp(S,BAR)) vwp(S,—B A Q)]

= Skolemisierung, gebundene Umbenennung

[(ViZ21:BAR = (J] 21:wp(S,BAR;)) vwp(S,—B A Q))]

= V-split

[(Vi22:BAR = (3] 21:Wp(S,BAR))) vWp(S,—B A Q))] A
[BAR = (3] 21:wp(S,BA R))) v wp(S,—B A Q)]

= Definition R

[(Vi22:BAWP(S,BAR ;)= (3 21:wp(S,BAR))) vwWp(S,—B AQ))] A
[BAWP(S,—BAQ)= (] 21:wWp(S,BAR))) vwp(S,—B A Q)]

=mit j =i-1, Logik

[(ViZ2:BAWP(S,BAR )=i-121A(Wp(S,BAR ) vwp(S,—BA Q)] A
true

= Logik

true
°

Fur das Beispiel der Division ergibt sich als Invariante qy+r =xa(r>2x>2yvO0<r<y).
Fur das andere Beispiel ergibt sich als Invariante x=1v x=0. Dal3 diese Pradikate tatsich-
lich Invarianten sind, kann man leicht durch Einsetzen priifen.

Bei diesen Methoden ist es nétig, eine Terminierungsfunktion anzugeben. Die Invariante kann
durch Betrachtung der Sequenz der erzeugten Pradikate (vielleicht) gefunden werden. Der
grofite Aufwand steckt im Allgemeinen im Finden eines allgemeinen Pradikates aus einer
endlichen Anfangssequenz. Mit hdchstens gleichem Aufwand ist es aber moglich, mehr zu
erreichen, namlich die Berechnung der schwéachsten Vorbedingung einer Schleife
wp(LOOP, N).

4.2.2 Automatische Konstruktion von uf

Zur automatischen Konstruktion von uf , der schwéchsten Vorbedingung einer While-

Schleife (Abschnitt 3.2.5), wird versucht, das Vorgehen eines Menschlichen Bearbeiters zu
mechanisieren. uf ist der kleinste Fixpunkt einer rekursiven Funktion. Die Ermittlung von

uf erfolgt durch ein induktives Vorgehen. Zunéchst werden einige Werte explizit ausgerech-

net und aus diesen eine allgemeines Muster , erraten”. Bezogen auf das hier vorliegende Pro-
blem heif3t das: zunéchst wird rein mechanisch eine endliche Sequenz von Prédikaten erzeugt.
Anschlief3end wird versucht, darin ein Muster zu erkennen. Dieses Erkennen ist auch die we-
sentliche Schwierigkeit, denn es ist nicht bekannt, wie ein menschlicher Bearbeiter die Mu-
stererkennung durchfuihrt. Falls ein Muster erkannt werden kann, kann ein allgemeines Pradi-
kat berechnet werden. Zunachst wurde versucht, dieses Problem mit Hilfe von grammatical
inference zu |6sen, wie es am Ende dieses Abschnitts kurz dargestellt wird. Da sich dieser
Weg als nicht praktisch erwiesen hat, wird versucht, dieses Problem mit Hilfe von Unifikation
Zu l6sen (Abschnitte 4.2.3- 4.2.7).
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Der kleinste Fixpunkt u#f einer monotonen und stetigen Funktion f Gber einem vollstandigen

Verband wird durch sukzessive Anwendung von f auf das Infimum L des Verbandes kon-
struiert, beginnend mit L. Das Infimum der Boolschen Algebra der Prédikate ist false. Die
Schwierigkeit liegt darin, dal3 man nur endlich viele Anwendungen von f durchfihren kann
und man von vornherein nicht weil3, wie viele genligen. Die erzeugte Sequenz der Pradikate
ist

P, = false

P, = f(false)
P, = f?(false)

Dann ist Byips; der kleinste Fixpunkt. D.h. wenn zwei aufeinanderfolgende Pradikate

aquivalent sind, hat man den kleinsten Fixpunkt. Wenn die Anwendung von f aber immer
nichtaguivalente Pradikate ergibt, heil3t das nicht, dal? es keinen kleinsten Fixpunkt gibt. Den
gibt es jawegen der Monotonie und Stetigkeit von f. In diesem Fall ist der kleinste Fixpunkt
die kleinste obere Schranke aller P.. D.h. fur 4f muf3 gelten:

[P, = 4f]
[P, = uf]
[P, = 1f]

aso
[Vi:i20:P = uf]

[@iI:120:P)= uf]
uf =(Ji:1>0:P) erflllt diese Bedingung, und wegen = ist uf sogar das kleinste Pradikat,

das diese Bedingung erfullt. (Mit kleinstes ist hier das kleinste Element im Verband gemeint;
auf Prédikate bezogen, bedeutet das das stérkste Pradikat). Dal3 uf tatsachlich ein Fixpunkt

von f ist, muf3 noch gezeigt werden.
Satz 4.5: uf ist en Fixpunkt vonf.

Beweis: zu zeigenist f((3i:i=20:PR))=Eiii 2GPR).
f(3i:i =20PR))
= Definition von P
f ((3i:i >0 f'(false)))
= Definition von f
—BANvVBAwWp(S,@3ii >0 f'(false)))
= starke Disjunktivitdt, Lemma 3.11
—BANvVBA@ii >0wp(S, f'(false)))
= Logik
(Ji:i>0—-BANvBAwp(S, f'(false)))
= Definition von f
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(Ji:i >0 f (f'(false)))
(Ji:i > 0. f ' ( false))
zu zeigen bleibt (Ji:i > 0 f *!(false)) = (Ji:i = 0 f ' (false)) :

=.
@i > 0 f Y (false)) = (Jizi > 0 f ' (false))

= gebundene Umbenennung

@ici >0 f*(false)) = (Jj:j = 0. f ! (false))

= Skolemisierung

(Viii >0 f " (false) = (Fj:j = 0. f ! (false)))

=mit j=i+1

(Viii >0 f**(false) > i +1>0n f ' (false))
= Logik

true

@ici >0 f' (false)) = (Fizi > 0. f " (false))

= gebundene Umbenennung

@iz >0 f'(false)) = (Fj:j = 0. f " (false))

= Skolemisierung

(Viii >0 f'(false) = (Jj: j > 0 f 1! (false)))

= Logik, V-gplit

(Viii 22 f'(false) = (Jj:j = 0 f " (false))) A (f °(false) = (Fj:j = 0. f " (false)))
=mit j=i-1

(Viii =2 f'(false) =i —1=0n f'(false)) A (f°(false) = (Fj:j = 0 f I**(false)))
= Logik

truea (false= (3j:j > 0. f **( false)))

= Logik

true A true
°

Die automatische Ermittlung des Prédikates P(i) stellt das gleiche Problem wie im vorigen

Abschnitt dar. Im Folgenden wird ein Verfahren zur partiellen Losung dieses Problems vorge-
stellt. Damit ist gemeint, dal3 das Verfahren aus einer gegebenen endlichen Sequenz von Pré-
dikaten ein allgemeines Pradikat ermitteln kann oder keines findet und erfolglos abbricht. Das
Verfahren kann natirlich bei Weitem nicht alle Probleme dieser Art 16sen, genau wie ein
Mensch. Das bedeutet, dald3 es vorkommen kann, dal3 kein allgemeines Pradikat gefunden
werden kann. Das Verfahren kann irren genau wie ein Mensch. Das bedeutet, dal3 ein allge-
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meines Prédikat gefunden wird, das auf das betrachtete Anfangsstiick paldt, aber nicht auf alle
folgenden. Ein solcher Irrtum ist aber entscheidbar, indem versucht wird, festzustellen, ob das
auf diese Weise gefundene Pradikat tatsachlich auf alle pafdt. Das ist ein Induktionsbewels.
Formal sieht das Problem des allgemeinen Pradikates so aus.

Gegeben ist eine endliche Sequenz von Pradikaten P,i >0, die durch P = f'(false)
definiert ist. Gesucht ist ein Pradikat P(i) , so dal3 (Vi:i 20 P(i) = P) undin P(i) darf
weder die Funktion f noch wp vorkommen.
Zur Lésung des Problems wird die endliche Anfangssequenz R, , P, ,...,P, betrachtet. Esist
klar, da3 es unendlich viele Pradikate P(i) mit (Vi:0<i<n:P(i))=PR) gibt. Z.B. ist
Pi)=@Fj:0<j<nii=]jAP, )vR(i) fur beliebiges R so eine Menge von Pradikaten.
P, fallsi<n

. Im Allgemeinen gilt aber nicht (Vi:ii >0 P(i)= P).
R(i), fallsi>n g g ( )=F)

Dennesgilt P(i) = {

Man mui3 vielmehr versuchen, in B, ,P, ,...,P, ein gemeinsames Muster bzw. die Unter-
schiede zu entdecken.

Beispiel (ganzzahlige Division):
false

O<r<yaAqQy+r=x
O<r<2yaqy+r=x
O<r<3yaAgy+r=x

WY oU S0 SO

Der Unterschied liegt im Koeffizienten von y. Man kann jetzt P(i)=0<r <iyAQy+r =X
raten. Um das zu verifizieren, wird ein Induktionsbeweis durchgefihrt.

i=0: P(0)=0<r<0yaqy+r =x= false

i —=i+1:
P@i+1)

= Definition von P

f*!( false)

f(f'(false))

= Definition von P

f(P())

= Induktionsvoraussetzung
f(OSr<iyagy+r =Xx)

= Definition von f
OSr<yAqy+r=xvr2yAawp(r=r—-y;,g=q+10<r<iyaqy+r =Xx)
= Zuweisungsregel, Distributivitét
O<r<yvy<r<(i+)y)agy+r=x
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= Logik
O<r<(i+)yAqy+r=x

Nach Satz 3.16 und Satz 4.5 ist die schwéachste Vorbedingung die Disjunktion Uber die Menge
der Préadikate P(i) . Damit ist

WpP(LOOP,N)=Ji 20:0<r<iy)Aqy+r=x

y=20Ar>20aAqy+r=x

Und es gilt [x>0Ay>0Aq=0Ar=x=Yy>20Ar>0Aqy+r =x]. Damit ist die Kor-
rektheit bewiesen.
[ ]

Dieses Problem, in einer Sequenz von Pradikaten ein allgemeines Muster zu finden, ahnelt
entfernt dem Problem der grammatical inference [F82: 349-410]. Es wurden verschiedene
grammatical-inference-Algorithmen ([F82: 367-370], [F82: 391-398] und [BCW90: 191-
196]) daraufhin untersucht, ob sie zur Losung des hier vorliegenden Problems geeignet sind.
Dasich keiner dieser Algorithmen als geeignet herausstellte, wurde dieser Weg nicht weiter-
verfolgt.

Die Ermittlung der schwéachsten Vorbedingung beruht im Wesentlichen in der Entdeckung
des Musters bzw. der Unterschiede in der Sequenz der Pradikate. Die Pradikate in der Se-
guenz haben hier die gleiche Struktur, da sie sich nur in Konstanten unterscheiden. Jetzt stellt
sich die Frage, was es genau heildt, eine Sequenz von Pradikaten ist strukturgleich und, damit
verbunden, wie man diese Strukturgleichheit einerseits und die Unterschiede andererseits fest-
stellt. Diese intuitive Vorstellung von Strukturgleichheit wird im Folgenden formalisiert.
S(P) heildt, eine Sequenz P von Prédikaten ist strukturgleich. Eine formale Definition von

Strukturgleichheit wird zwar erst in Abschnitt 4.2.5 gegeben, doch im Folgenden wird
schrittweise auf diese Definition hingearbeitet, wobei der Begriff Srukturgleichheit und
S(P) ohne formale Definition verwendet werden.

4.2.3 Klassifikation des Problems

Ein anderes Problem, das sich mit so etwas wie Strukturgleichheit von Ausdriicken befafdt, ist
die Unifikation [S88]. Im nachstem Abschnitt wird gezeigt, wie man das Problem der Struk-
turgleichheit auf ein Unifikationsproblem reduzieren kann. Doch zunéchst mul3 genau festge-
legt werden, was mit Unifikation in diesem Zusammenhang Uberhaupt gemeint ist. U (P)
heil3t , eine Sequenz P von Pradikaten ist unifizierbar. Da hier semantische Eigenschaften von
Funktionssymbolen, wie z.B. Kommutativitét, berlicksichtigt werden missen, ist im Folgen-
den mit Unifikation, unifizierbar, Unifikator u.& immer die sogenannte E-Unifikation [BS94]
(equational unification) usw. im Gegensatz zur sogenannten freien oder syntaktischen Unifi-
kation gemeint. Die semantischen Eigenschaften der Funktionssymbole werden durch Axio-
me, die Gleichungen (equations) sind, beschrieben. E bezeichnet dann die Vereinigung der
Axiomenmengen der einzelnen nicht freien Funktionssymbole. Z.B. sind die Terme f(x)+1
und 1+y nicht frei unifizierbar, jedoch C.-unifizierbar mit dem C.-Unifikator y+ f(x),
wobei C. commutativity bedeutet und die Axiomenmenge {a+b=Db+a} bezeichnet. In die-

semFalist E=C, ud, . Indiesem Zusammenhang wichtige Axiome sind:

1. C, ={f(a,b)= f(b,a)} (Kommutativitét)
2. A, ={f(a, f(bc))= f(f(ab),c)} (Assoziativitét)
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3. I, ={f(a,a)=a} (Idempotenz)
4.U, ={f(a,u)=a} (Einselement)
5 7, ={f(a,2) =2 (Nullelement)

Mit diesen Axiomenist ECc CuUAuUl uU uZ A E 2. Die E-Unifikation ist viel schwie-

riger, d.h. aufwendiger oder gar nicht I6sbar (abhéngig von E) als die freie Unifikation, die
man als einen Spezialfall der E-Unifikation mit E= betrachten kann. Fur die freie Unifikati-
on gibt es effiziente (mit linearem bzw. quadratischen Aufwand) Algorithmen von Paterson,
Wegman [PW78] und Martelli, Montanari [MM82]. Die E-Unifikation kann in die folgenden
3 Klassen steigender Schwierigkeit eingeteilt werden:

1. Die E-Unifikation heif3t elementar, falls alle Funktionssymbole die Eigenschaft E ha
ben.

2. Die E-Unifikation heift mit Konstanten, falls neben Funktionssymbolen mit der Ei-
genschaft E nur noch freie Konstanten, d.h. nullstellige Funktionssymbole, vorkom-
men.

3. Die E-Unifikation heif3t allgemein, falls neben Funktionssymbolen mit der Eigen-
schaft E noch beliebig viele freie Funktionssymbole mit beliebiger Stelligkeit vor-
kommen.

Das Problem der Strukturgleichheit wird auf ein allgemeines E-Unifikationsproblem zurtick-
gefuhrt, da neben Funktionssymbolen mit semantischen Eigenschaften auch beliebig viele
freie Funktionssymbole vorkommen koénnen, z.B. Array-Bezeichner. Ein weiters Problem i<t,
dal? verschiedene Funktionssymbole verschiedene semantische Eigenschaften haben kdnnen.
Z.B. ist + assoziativ und kommutativ (AC), und A ist assoziativ, kommutativ und idempotent
(ACI). Das fuhrt zum Problem der Kombination verschiedener E-Unifikationsalgorithmen
[BS94]:

Gegeben sind n Algorithmen fur E, -Unifikation, ..., E,-Unifikation. Wie kann man

diese zu einem Algorithmus fir die E-Unifikation mit E = E, u---U E_, kombinieren?

Dieses Problem wurde zunéchst fir Theorien gelost, die collapse free und regular sind. Eine
Theorie ist collapse free, wenn sie kein Axiom der Form t = x enthélt, wobei t ein echter
Termigt, d.h. keine Variable, und x eine Variable. Die Axiome C und A sind collapse free, die
Axiome |, U und Z nicht. Eine Theorie ist regular, wenn fur alle ihre Axiome |hs = rhs gilt:
free(lhs) = free(rhs). Die Axiome C, A und | sind regular, die Axiome U und Z nicht. In

allgemeiner Form wurde das Problem zuerst von Schmidt-Schaul® gelost [S89]. Allerdings
koénnen mit diesem Verfahren nur die vollsténdigen Mengen aller allgemeinsten Unifikatoren
berechnet werden, falls diese endlich sind. Eine andere und wesentliche bessere Ldsung
stammt von Baader und Schulz [BS92], mit der es sowohl mdglich ist, einzelne Unifikatoren
zu berechnen als auch die Unifizierbarkeit zu entscheiden. (Durch die Berechnung der voll-
standigen Mengen aller Unifikatoren kann man zwar auch einzelne Unifikatoren berechnen
und die Unifizierbarkeit entscheiden, allerdings mit viel hdherem Aufwand). Die hier nicht
frei vorkommenden Funktionssymbole sind +, - und = mit den Eigenschaften AC, sowie A, v,
min und max mit den Eigenschaften ACI. Da die Assoziativitét nur bei mindestens 3 Argu-
menten auftritt und = immer mit genau 2 Argumenten vorkommt, kann man = auch mit der
Eigenschaft AC betrachten. Die Axiome U und Z brauchen nicht betrachtet zu werden, da
diese durch den in Analytica bzw. Mathematica vorhandenen simplifier bei der Generierung
der Pradikate sofort angewendet werden. Damit ergibt sich ein E-Unifikationsproblem mit

E=AC, UAC., UAC_UAC_UACI, UACI, UACI ,, UACI Y Dr-
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Dabei beinhaltet Rest alle anderen Funktionssymbole, insbesondere auch die Relationssym-
bole und Quantoren, die rein syntaktisch als 3-stellige freie Funktionssymbole ohne Semantik
betrachtet werden.

Da AC-Unifikation und ACI-Unifikation NP-vollsténdige Probleme sind, gilt das nach [BS94]
auch fr das hier vorliegende E-Unifikationsproblem. Die NP-Vollstandigkeit eines Problems
bedeutet noch nicht die praktische Unlosbarkeit des Problems. Das Verfahren von [BS92]
wurde von [KR97] implementiert.

4.2.4 Uberblick Uiber das Verfahren

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick tber das Verfahren in Form eines Algorithmus in
Pseudo-Code gegeben. Dabei werden teilweise Begriffe und Funktionen verwendet, die erst in
den folgenden Abschnitten formal definiert werden. Beispiele zur Erlauterung des Verfahrens
befinden sich im letzten Abschnitt dieses Kapitels (Abschnitt 4.2.7.3)

Der folgende Algorithmus berechnet wp fur eine While-Schleife und eine Nachbedingung
oder gibt no success zurlck, falls das nicht moglich ist. Dabel wird Unifikation an 2 Stellen
verwendet. Zundchst wird mit Hilfe der Unifikation festgestellt, wo eine Sequenz struktur-
gleicher Pradikate beginnt (Zusicherung Al). Falls es eine Sequenz strukturgleicher Prédikate
gibt, werden daraus wieder mit Hilfe der Unifikation mehrere Zahlensequenzen extrahiert
(Zusicherung A2). Zu jeder Zahlensequenz wird dann eine Formel erzeugt (Zusicherung A3).
Aus diesen Formeln und einem ausgezeichneten Prédikat wird ein Pradikat mit Parameter
erzeugt (Zusicherung A4) und schliefdlich induktiv gepriift, ob dieses Pradikat ein allgemeines
Pradikat ist (Zusicherung A5). Falls ja, wird aus diesem wp berechnet und zurtickgegeben.
Durch Betrachtung der Stellen, an denen no_success zurlickgegeben wird, kénnen die Grin-
de daflr erkannt werden, dal3 der Algorithmus wp nicht berechnen kann. Diese sind:

1. eswerden keine 2 aufeinanderfolgenden strukturgleichen Pradikate gefunden

oder 2. die Sequenz der n Pradikate, beginnend mit den ersten 2 strukturgleichen, ist nicht
strukturgleich

oder 3. die Sequenz der n Prédikate, beginnend mit den ersten 2 strukturgleichen, ist zwar
strukturgleich, doch kénnen aus den extrahierten Zahlenfolgen keine darauf passen-
den Formeln generiert werden

oder 4. die Sequenz der n Pradikate, beginnend mit den ersten 2 strukturgleichen, ist struk-
turgleich, und aus den extrahierten Zahlenfolgen konnen darauf passende Formeln
generiert werden, doch das daraus generierte Pradikat ist kein allgemeines Pradikat
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-- Input: while-loop while B loop S end loop;
-- postcondition N
-- Output: wp(while-loop, N) or no_ success;

function wp for while(B: boolean expression; S: statement;
N: predicate)
return result type is
max tries: constant := 4; -- Ende Abschnitt 4.2.5, Frage
n: constant := 5; -- Ende Abschnitt 4.2.5, Frage
Py, P1, ... : predicate;
P(1i): predicate with parameter i;
m: natural := 0;
var_num natural;
S: array(l .. var num, 1 .. n-1) of integer;
f: array(l .. var num) of formula;
begin
P, := false;
for i in 1..max tries loop
P, := =B ANV B A wp(S, Pii);
DNF (P;) ;

make si(P;);
if S(P;, P;.y)

then m := 1i;
exit;
end if;
end loop;

if m=0 then return no_ success; end if;
-- Al: min{k | S(Px, Pxa)} =m - 1

for i in m+l .. m+n-2 loop

P; := =B ANV B A wp(S, P;ii);

DNF (P;) ;

make si(P;);
end loop;
-- Pu1s ---, Pupns ist eine Sequenz von n Pradikaten
if not S(Py.1, ..., Pnn2) then return no success; end if;
-- Pu1s ---, Puns ist eine Sequenz von n strukturgleichen
-- Pradikaten
var num := |Var(t3(P,i))|;
for j inm .. m+n-2 loop

for i in 1 .. var num loop

s(i, j-m+1l) := h;(mgu(t3(Py1), tl(P;y)));

end loop;
end loop;
-- A2: var num Zahlenfolgen s(i) der Lange n-1
for i in 1 .. var num loop

f(i) := generate formula(s(i));

if £(i) = no_success then return no success; end if;
end loop;

-- A3: var num Formeln f (i) zu den Zahlenfolgen s (i)

P(i) := Definition 4.17;
-- A4: P(i) might be a general predicate;
-- this must be checked by induction

if not (P(0) = Py and P(i+l) = =B A N v B A wp(S, P(i)))

then return no_success;
end if;
-- A5: P(i) is a general predicate
return (3i=0:P (1)) ;
end wp for while;
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Verwendete Typen, Funktionen und Prozeduren

boolean expression

ein geeigneter Typ fur Boolesche Aus-
dricke

statement

ein geeigneter Typ fir Anweisungen

predicate

ein geeigneter Typ fur Pradikate

predicate with parameter i

ein geeigneter Typ fur Pradikate mit
dem Parameter i

result type

ein Typ bestehend aus Pradikaten und
demLiteral no success

formula

ein Typ fur Formeln, wie sie in Ab-
schnitt 4.2.6 generiert werden

function Var (p: predicate)
return set of var

eine Funktion nach Definition 2.2

function t3(p: predicate)
return predicate

eine Funktion nach Definition 4.12

function tl(p: predicate)
return predicate

eine Funktion nach Definition 4.6

procedure DNF (p: in out predicate);

eine Prozedur zur Transformation eines
Pradikates p in DNF

procedure make si(P:

in out predicate);

eine Prozedur zur Transformation eines
Pradikates p nach Abschnitt 4.2.7

function S(P:
return boolean

sequence_ of predicate)

eine Funktion zur Feststellung der
Strukturgleichheit nach Definition 4.6

function mgu (P:
return mgu type

sequence_ of predicate)

eine Funktion zur Unifikation nach
Definition 4.9

function hi(u: mgu type)
return integer

eine Funktion nach Definition 4.15

Function generate formula (s:sequence of integer)

return formula

eine Funktion, die zu einer Sequenz
von Zahlen eine Formal generiert nach

Abschnitt 4.2.6

4.2.5 Transformation der Terme und Reduktion auf Unifikation

Der Zusammenhang zwischen S(P) und U (P) ist nicht so einfach. Genauer gesagt besteht
zwischen S(P) und U (P) keine der 12 einfachen aus folgendem reguléren Ausdruck ableit-
baren Beziehungen: ['—']'U(P)' ('='|'<"|'=")[ '—'] 'S(P)’. Dazu reicht es zu zeigen, dal
keine der folgenden 4 Beziehungen gilt:
U(P)=S(P)
U(P) = —S(P) ;
—U(P)= &(P) ;
S(P)=U(P) ;

Gegenbeispiel: P=(x>1y>1)
Gegenbeispiel: P=(x>1,x>1)
Gegenbeispiel: P=(x>1y>2)
Gegenbeispiel: P=(x>1,x>2)

Die Struktur eines Prédikates wird im Wesentlichen durch die Folge und die Beziehungen
zwischen den Funktions-, Relations- und Variablensymbolen bestimmt, nicht von den Kon-
stanten. Hier mul3 man zwischen Konstanten als nullstelligen Funktionssymbolen und minde-
stens einstelligen Funktionssymbolen unterscheiden. Um die Unifizierbarkeit darauf anzu-
wenden, mul3 man also die Funktions-, Relations- und Variablensymbole festhalten bzw. als
konstant betrachten und die Konstanten als variabel. Die Funktions- und Relationssymbole
sind konstant. Um die Variablen konstant zu machen, wird jedes Variablensymbol ‘v durch
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das Funktionssymbol ’'v’(a) ersetzt, wobei a ein neues Variablensymbol ist. Damit wird ver-
hindert, da3 z.B. P =(x>1,y > 1) strukturgleich sind. Dann nach dieser Transformation sieht
Psoaus. P=(x(a)>1y(a)>1.

Um die Konstanten variabel zu machen, wird jede Zahl in jedem Prédikat der Sequenz bis auf
eines durch ein neues Variablensymbol 'h'ij ersetzt. Dabei ist i der Index des aktuellen Pradi-
kats und j der Index der aktuellen Zahl in P . Dadurch wird sichergestellt, daf3 auch gleiche

Zahlen durch verschiedene Variablensymbole ersetzt werden. In einem ausgezeichneten Pré-
dikat P, der Sequenz wird nicht diese, sondern eine andere Transformation durchgefuhrt. In

P, wird die n. Zahl durch n ersetzt, so dald im transformierten Prédikat alle Zahlen paarweise
verschieden sind. Aus P = (x> 2,x> 4) wird durch diese beiden Transformationen (0.B.d.A.
ist s=0) P=(x(a) >1x(a) > h,,). Jetzt wird die Strukturgleichheit durch die Unifizierbar-
keit der transformierten Sequenz definiert.
Definition 4.6 (Strukturgleichheit): Sel P eine Sequenz von Pradikaten.
P heif3t strukturgleich (S(P) ), genau dann wenn U (t(P)) gilt, also S(P) =U (t(P)).
Dabei it t(P):= (t(R,),t(P).....t(R,)), t(P) =t,(t,(P)),i =0...n,

t,(R):=(P)y., fur jedes Variablensymbol v, wobei a eine neue Variable ist, d.h.

v(a)
ae | free(R).
i=0

pref (P,n) ist das Préafix des_Prédikats P als String bis zum Zahlenliteral n. Die Funktion o:
PSx Z — N mit o(P,n) =1+ (N:ze Z:ze pref (P,n)) ordnet jedem Zahlenliteral n in ei-
nem Prédikat P die Zahl o(n) zu, so dal3 n das o(n). Vorkommen eines Zahlenliterals in P

ist. Im Folgenden wird das 1. Argument der Funktion o weggelassen, wenn es aus dem Zu-
sammenhang hervorgeht.

t,(P) :E{ (Ro, fallST=S . edes Zahlenliteral ¢, se {0...r}.i =0...n.
(P)hio fallsizs
[ ]
Beispid:
P =x>1Ay>1, P=X>2Ay>2, P,=Xx>3AYy>4.
O.B.d.A. kann man s =0 nehmen.
t(R,) = x(a) > 14 y(a) > 2, t(P) = x(@) > hy, A (@) > hy,, t(R,) = x(a) > hy, A y(a) > h,,
Esgilt U(t(P)) mit dem Unifikator {h, — 1, h, — 2,h,, = 1 h,, — 2} und damit S(P).

Lemma 4.7: Sigt eine Aquivalenzrelation. Falls P die leere Sequenz ¢ ist oder nur 1 Pradikat
enthalt, gilt S(P).

Beweis: Swird durch die Unifizierbarkeit definiert, die wiederum durch die Gleichheit defi-
niert ist, was eine Aquivalenzrelation ist.

S(e)=(VPR,P, e ¢: S(R,PR,)) =true
S((P)) = (VR, P, € (P): S(R,,R,)) = S(P,P) =true

Lemma 4.8: Die Folge der transformierten Prédikate enthélt keine Variable aus der Folge der
ursprunglichen Pradikate, und zusétzlich enthalt die Transformation des ausgezeichneten Pr&
dikates keine der Variablen h. ., d. h.

i,j 1
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(Vve U free(P):ve U free(t(R)) A (Vi,j:h ;¢ t(R)).
i=0 i=0
Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Definition 4.6.

Damit ist die Strukturgleichheit definiert. Jetzt geht es darum, die Unterschiede in den einzel-
nen Pradikaten herauszufinden, falls S(P) gilt. Dazu wird ein allgemeinster Unifikator mgu

(most general unifier) von t(P) berechnet. Dieser existiert, da diese Berechnung nur durchge-
fahrt wird, falls S(P), d.h. U(t(P)) gilt. mgu ist eine Funktion von einer endlichen, nicht

leeren Folge von Prédikaten, deren Anwendung eine endliche Funktion von der Menge der
Variablen in t(P) indie Menge der Terme T liefert, d.h.

Definition 4.9: mgu:?j%PSe(LnJ free(t(R)) eTl o =mgu(t(R,)....,t(R,)),
i=0 )

o={h; > u;}u{am u,}, wobei hi,j,an free(t(P)) und u, e T.
i=0

[ ]

Lemma4.10: {ar> u,}e o =>u, =a.
Beweis durch Induktion tber den induktiven Aufbau von P,:
Induktionsanfang: P, sei Konstante;

P,=c,ceZ

= Definition Strukturgleichheit

t(P,) =1 (0.B.d.A)

= Definition Unifizierbarkeit, Definition Strukturgleichheit

t(R)=h,i#s

= Definition Strukturgleichheit

P=c,cC,eZi#s

= Voraussetzung

ae freet(P,)) v free(t(P))

= Unifikation

{au}eo

= Logik

{abu}eo=u,=a

P, sei Variable;
P, =X
= Definition Strukturgleichheit
t(R,) = x(a)
= Definition Unifizierbarkeit, Definition Strukturgleichheit
t(R)=h,vt(P)=x(u),i#sueT
= Definition Strukturgleichheit
P=cvP =xi#sceZ
= Definition Strukturgleichheit
t(R)=h,vt(R)=x(a),i#s
= Voraussetzung
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ae free(t(P,)) U free(t(P))
= Unifikation
{aueoau, =a

Induktionsschritt: P, sei f(u,,...,u,),u,,...,u, €T, P sei
f(S,.--1Sp)sSp---» S € T,i #s,i =0...n und f sei ein m-stelliges Funktionssymbol;
Induktionsvoraussetzung {a u,} € mgu(t(u,),t(s,)) v---umgu(t(u,).t(s,)) = u, =a.
Zu zeigen

{aru} e mgu(t(f(u,,...,u)),t(f(s,....S,)) = u, =a

= Definition Strukturgleichheit

{au} e mgu(f(Uy,...,Up) v F(S i Su)v) = U, =@

=Lemma2.9

{aru,} e mgu(f (Ulz(a) ,---,Umz(a))' f (Slz(a) ""’sz(a))) =U,=a

= Definition Strukturgleichheit

{aru} e mgu(f(t(u,),...,t(u,)), f t(s),....t(s,)) = u, =a

< Definition Unifikator

{ar> u}e mau(t(u). t(s))U  Umgu(t(u,).t(s,) = u, =a

= Induktionsvoraussetzung

true
°

Lemma 4.11: Die Anwendung vono auf ale transformierten Prédikate der Sequenz ergibt
t(R,),dh. (Vi:0<i<n:o(t(P))=t(R)).

Beweis:.
(Vi:0<i,j<n:o(t(R))=o(t(P))) nach Definition vono
=S>mit j=¢
(Vi:0<isn:o(t(R))=0o(t(R)))
= Definitiono
(Vi:0<i<n:o@(R)=t(R), %)
=Lemma4.8
(Vi:0<i<n:o(t(R)) =t(R).)
=Lemma4.10

(Vi:0<isn:o(t(R))=t(R))
[ ]
Definition 4.12: t,(R,) = (t(PS))ﬁff()c), d.h. in t(P,) wird jedes Zahlenliteral o(c) durch das
neue Variablensymbol ‘h’ o(c) ersetzt.

[ ]
Das Pradikat t,(P,) wird mit jedem Pradikat aus der Sequenz t,(P),i =0...n unifiziert. Das
ergibt eine Sequenz MGU von Unifikatoren, aus denen die Zahlenfolgen extrahiert werden
konnen, in denen sich die einzelnen Pradikate der Sequenz P unterscheiden.

Definition 4.13: MGU = (mgu(t,(P.),t,(P)),i =0...n,i #s.
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Lemma 4.14: Jedes Element der Sequenz MGU ist eine Menge der Form
{ho(c) = mj | ho(c) € free(t3(Ps))’ mj € Z} .
Beweis: sei p, = mgu(t,(P,),t,(P)),i =0...n. Nach Definition von mgu gilt dann
p.(t;(P)) = p, (t,(P)), und zu zeigen ist p; ={h,, > M, |y, € Var(t,(P.)).m; € 2}, d.h.

(P = (LR
= Definition 4.12, h,, ¢ t,(P)

(PR =t,(R)

= Substitutionslemma

t(P)n? =t,(R)

= Leibniz, Strukturgleichheit

o (L, (E(R)R)) = o(t(R))

=Lemma4.11

ot (t(P))) =t(R.)

= Definition Strukturgleichheit

(PR ) oim) = t(P)

= Substitutionslemma

o ((t(P))o(m) =t(R.)

= da durch die Substitution o(m) an der gleichen Stelle wie o(c) steht, gilt
o(c)=o(m)

o(t(R)) =t(F,)
=Lemma4.11

true
°

Die Zahlenfolgen kénnen aus MGU extrahiert werden.

Definition 4.15:;
m;, falls h, = m, e{hoc = m; |hoc eVar(t (Ps))}
(P > my Thyg € Var (6 (P))) ;={ T defnertsons

undefiniert sonst

, d.h. diese Funktion extrahiert aus einem mgu diejenige Zahl, auf die die Variable h, durch
den mgu abgebildet wird.

[
Beispiel: h,({h, > 2,h, > 4,h, > 6}) = 4.
[

Zu jeder Zahl o(c) in t(P,) wird eine Zahlenfolge s(o(c),i),i =0...n definiert durch
Definition 4.16: s(o(c),i) = h, (MGU;) furi=0...n.

[ ]
Jetzt wird aus der Sequenz s(o(c),i) eine Formel s'(o(c),i) generiert, die an den Stellen O...n
mit s(o(c),i) Ubereinstimmt. Fir jede endliche Zahlenfolge gibt es die triviale Formel, die

diese Bedingung erflllt, ndmlich die durch Fallunterscheidung. Aul3erdem gibt es noch un-
endlich viele nicht triviale Formeln, die die n+1 Punkte als Stiitzstellen eines ganzzahligen
Polynoms betrachten. Doch diese beiden Ansétze liefern im Allgemeinen kein allgemeines
Pradikat. Hier wird das allgemeine Pradikat durch folgende Annahmen erzeugt:
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Es wird angenommen, dal’ es sich um eine arithmetische Reihe handelt, wenn die Differenzen
1. Grades konstant sind. Es wird angenommen, dal3 es sich um ein ganzzahliges quadratisches
Polynom handelt, wenn die Differenzen 2. Grades konstant sind. Es wird angenommen, dal3
es sich um eine geometrische Reihe handelt, wenn die Quotienten konstant sind. Man kann
beliebige weitere GesetzmaRigkeiten dieser Art einbauen, aber damit kommt man fir die mei-
sten Falle aus, wenn es sich nicht um Schleifen in ausgesprochen mathematischen Algorith-
men handelt. Das allgemeine Pradikat P(i) ergibt sich aus Substitution der Zahlen o(c) in

t(P,) durch die Formel s'(o(c),i). Die Konstruktion von s' ist Gegenstand des nachsten Ab-
schnitts.

Definition 4.17: Das allgemeine Pradikat fur alle Zahlen o(c) in t(Ps) ist
P(i) =t (((P.) ¢ »

wobei t;* die Umkehrtransformation von t, ist. Diese existiert und ist eindeutig, was direkt
aus der Definition der Strukturgleichheit folgt.

Lemma 4.18: Mit Pi aus Definition 4.13 und Lemma 4.14 gilt
pi(ts(R)) = (t(Ps))g((gzc),i) :
Bewels
pi (t;(F))
= Definition 4.13, Lemma4.14
(ts(R))
= Definition 4.12
(GRS
= Substitutionslemma
(P
= Definition 4.15, Definition 4.16

(UG e

Satz4.19: (Vi:0<i<n:P(i))=PR).
Beweis:
P(i) = P,
= Definition 4.17
tl_l((t(Ps))g'((?(c),i)) =P
= Konstruktion s
tl_l((t(Ps))g((gzc),i)) =P
= Definition Strukturgleichheit
(tZ(Ps))g((gzc),i)) =P
= Leibniz, Definition Strukturgleichheit
(t(Ps))g((gzc),i)) =t,(R)
=Lemma4.18
pi(t;(R,)) =t,(R)
= Definition Strukturgleichheit, Lemma4.14, h, ., ¢ free(t,(P))
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pi (t;(R,)) = p, (t,(R))
=Lemma4.14

true
°

Im Allgemeinen ist es so, dal3 die betrachtete explizite Anfangssequenz nicht mit B, beginnt,
sondern mit einem spateren Prédikat. Dazu ein kleines Beispiel fir xe N:

P, =false, Bb=x>0, R, =2x>0, P,=3x>0

Diese Sequenz ist nach der Definition nicht strukturgleich, da die einzelnen Elemente nach
der Transformation t nicht unifizierbar sind. Wenn man jedoch die Sequenz mit P, beginnen
laRt, erhalt man als allgemeines Pradikat P(i) =ix > 0. Nach Konstruktion palét dieses Prédi-
kat auf die betrachtete Sequenz, die hier mit P, beginnt. Man muf3 also noch priifen, ob P(i)
auch auf die nicht betrachteten Pradikate, hier P, und P, pal’t, was hier der Fall ist, wie man

leicht nachprifen kann. Das 1. Pradikat der zu betrachteten Sequenz ist das 1. Pradikat, das
strukturgleich zu seinem Nachfolger ist. Es hat den Index min{i|S(P,P,,)} . Es kann natur-

lich vorkommen, dal? keine Sequenz strukturgleicher Prédikate entsteht. Damit ergeben sich 2
Fragen:
1. Wie lange soll man suchen, bis min{i|S(P, P,,)} gefunden wird? Fir die in den Bei-

spielen betrachteten und einige weitere Schleifen gilt i < 4.

2. Wie viele Pradikate soll man betrachten? Das kommt auf die Komplexitét der zu er-
zeugenden Formel s an. Wenn man eine Formel fur konstante Differenzen / Quoti-
enten n. Grades erzeugen will, mul3 man n+2 Prédikate betrachten.

4.2.6 Die Generierung der Formeln aus der gegebenen Sequenz

Gegeben ist eine Sequenz s=(s,,...,S,), gesucht ist eine Funktion s'(i), so daf
(Vi:0<i<n:s(i)=s) gilt (hier wird das 1. Argument von s aus Definition 4.16 weggelas-

sen, da es in diesem Zusammenhang keine Rolle spielt, und das 2. Argument wird als Index
geschrieben). Unter den beliebig vielen Funktionen werden nur ganzzahlige Polynome bis
zum Grad 2, geometrische Reihen und Kombinationen daraus betrachtet, die im Folgenden
definiert werden. Das ist eine Heuristik, da sich an mehreren Beispielen gezeigt hat, dal die
erzeugten, endlichen Zahlenfolgen die Eigenschaften der folgenden Definition haben.
Definition 4.20:
1. D%(s)=(Vi:0<i<n-1:s =s,,)An>1, dh. sist eine Konstante Sequenz
2. D(s)=(Vi:0<i<n-2:2s,, =S +s,,) An=2, d.h. die Sequenz der Differenzen

von sist konstant. Dann ist s eine arithmetische Reihe.

3. D?(s)=(Vi:0<i<n-3:3(s,,-S,,) =S,s —S) AN 3, d.h. die Sequenz der Dif-
ferenzen der Differenzen von sist konstant

4. Q%(s):=D’(s), d.h. sist eine Konstante Sequenz

5 Q() =(Vi:0<i<n-1:s, =s -s,,) An>2, d.h. die Sequenz der Quotienten von
sist konstant. Dann ist s eine geometrische Reihe.

SI+1 ) SI

3
6. Q%(s)=(Vi:0<i< n—B:(ﬁ] :ﬁ)/\ n>3, d.h. die Sequenz der Quotienten

der Quotienten von sist konstant
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7. DQ(S) _(VI 0<i<n-3: ( i+2 |+1)2_( |+1 S)( i+3 |+2))/\n231 d.h. die Se-
guenz der Quotienten der Differenzen von s ist konstant

8. QD(s):=(Vi:0<i Sn—3:2ﬁzﬁ+i)/\n23, d.h. die Sequenz der Diffe-

S+l §+2 S

renzen der Quotienten von sist konstant
[ ]

Beispide:
1. (2,2,2) hat die Eigenschaft D°.
2. (3,6,9,12) hat die Eigenschaft D.
3.(2,4,7,11,16) hat die Eigenschaft D?.
4. (1,1,1) hat die Eigenschaft Q°.
5. (1,3,9,27,819) hat die Eigenschaft Q.
6. (2,4,16,128,2048) hat die Eigenschaft Q2.
7. (1,3,7,15,31) hat die Eigenschaft DQ .
8. (2,4,16,96,768) hat die Eigenschaft QD.

Die in den Definitionen auftretenden Konjunkte n> a,ae {1,2,3, sorgen dafir, dal3 nur ge-

niigend lange Sequenzen mit den entsprechenden Eigenschaften versehen werden. Denn es ist
z.B. sinnlos zu sagen, die Sequenz (2,4) hat die Eigenschaft D, was rein formal ohne n> 2

gelten wirde, da dann in der Definition von D Uber den leeren Bereich allquantifiziert wirde.
[ ]

Die in Definition 4.20 angegebenen Pradikate Uber einer Sequenz s sind relativ einfach zu
entscheiden. Dazu prift man, ob s die Eigenschaft E hat, wobei E die in Definition 4.20 ange-
gebenen Prédikate (in der Reihenfolge) durchléuft, bis s eine der Eigenschaften hat oder alle
Pradikate gepruft sind. Im letzteren Fall endet das Verfahren erfolglos. Falls s eine der Eigen-
schaften hat, kann mit Hilfe des folgenden Lemmas die Formel s'(i) erzeugt werden.

Lemma4.21:
1. D°(9) = s() =5,
2.D(s)=>s()=(s,—)i +5,
3 D2(S):>S’(i)=50_2251+32i2+_3so+24sl_32i+50

4.Q9=s0)=5
5 Q()=5s()= ( ]

6. Q°(s) =s(i) = / /

7. D
Q(s) = (i) = (sl SO)(sl S-S

8. QD(s):>s’(i):SOH %_5 j+i]
iol\S S So J
Bewei s durch Einsetzen der rechten Seiten von s'(i) in die Formeln von Definition 4.20:
1l s, =5
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2. 2((s,-sp)i+D) +5) = (5, —S)i+ 5+ (S =) +2) + 5

3
%i:%;i§ﬁ+2f+_3%+;%_%(H&D+%—
(3£f§ﬂfia+32+_3%+;%_52a+n+%»:
i:%;iia+$%fe%+;%_%a+$+%—

(50—251+52 i2+—350+4sl—52 +s)
2 2
4. s, =
Sl 2(|+1) Sl S_L (i+2)
5. —] ‘S = —] " Sy - —] ‘S,
2 [ =8
(|+2)2 (i+2) 3 S (i+3)? 7 (i+3)
2 "So ° 252 3Sl "So
5 % V s S-S
) (i+1)2 2 (I+1) i2 Ve
So s2 S s, S-S, S, s
S-S st S,
7.
s Sl i+2 52 Sl i+1 2
! _
(S —%) - - (s—-%)-% || =
(51_30] [(51_30) OJJ
i+1 i
S-S S, —S
(S—%)—So - (8—-%)—S ||
— S — %)~ S, — S-S JJ
52 S_L i+3 s S_L i+2
—| &%) -%-|| 2 (&—s)—%]
S — S S — S ’ )
i+1 i+2 i+1
S, S |.S S, S| .S S S |.S
So -+ | S -+ s Sl |
8 2 EH[% %] %]: EH[% %] %]+ EH[% %] %]
(s, s ). %] (s, s ). %] (s, s ). %]
S -+ | s “-— i+ | s S i+
!1&% %J S | !1&% %J S, oS8 &) &

Um die Gleichheiten zu zeigen, sind umfangreiche algebraische symbolische Operationen
erforderlich. Dieses von Hand durchzuftihren ist miihsam und sehr fehleranfallig. Daher liegt
es nahe zu versuchen, die Gleichungen per Computer umzuformen und dann die syntaktische
Gleichheit der entstandenen Terme zu prufen. Das kann tatsachlich gemacht werden. Die
Gleichheiten 1. — 7. kdnnen von Mathematica vollsténdig gezeigt werden (Gleichheit 8 nur
tellweise, der Rest von Hand). Daher ist es nicht nétig, die Umformungen explizit aufzufih-
ren, und zwar nicht aus Platzgrinden oder weil es keine neuen Einsichten oder Erkenntnisse
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

bezliglich Beweistechniken bringt (was hier auch zutrifft), sondern einfach, weil die Gleich-
heit rein mechanisch gezeigt werden kann. Das ist analog zu einer arithmetischen Gleichheit,
die leicht mit einem Taschenrechner geprift werden kann und die auch jeder glaubt, ohne von

Hand nachzurechnen.
[ ]

Beispid:
Py =y<-=1Ab(y)<b(X) AXx+1l=y
P =b(y) <b(2x) Ay<O0Ax-3=y
P,=b(y) <b(@x)AXx-7=yAy<3
P,=x-11=yADb(y) <b(Bx)Ay<8
P, =Xx-15=yA y<15ADb(y) < b(16x)
min{i|S(P, P,,)} =1, aso beginnt die betrachtete Sequenz bei P, .
t,(R) =b(y(a)) <b(2x(a)) A y(a) <0 x(a) - 3= y(a)
t,(F,) = b(y(a)) <b(4x(a)) A x(a) - 7= y(a) n y(a) <3
t,(R) = x(a) -11=y(a) Ab(y(a)) <b(8x(a)) A y(a) <8
t,(P,) = x(a) —15= y(a) A y(a) <154 b(y(a)) < b(16x(a))
t(R) =b(y(a)) <b(1x(a)) A y(a) <2 x(a) - 3= y(a)
t(P,) =b(y(a)) < b(h,;x(a)) A x(a) —h,, = y(a) A y(a) < hy
t(R;) = x(a) —hy, = y(a) Ab(y(a)) < b(hy,x(a)) A y(a) < hs,
t(P,) = x(a) —h,, = y(a) A y(a) < h,, Ab(y(a)) <b(h,x(a))
Esqilt U(t(P,...,R,)), adso S(P,...,P,) mit

mgu ={h,, > 1h,, > 3,h, > 2,
h, = 3 h, > 1h; - 2,
h,—3h,—2h,—>1

t;(R) =b(y(a)) <b(h, - x(a)) A y(a) <h, A x(a) - h; = y(a)
MGU = ({h,~ 2,h, » 0,h, » 3} ,{h, > 4,h, > 3 h, > 7},
{h, »8h, > 8h, > 1% ,{h + 16,h, — 15, > 15})

s(11..4) =(2,4816), Q(s), damit ist s'(1,i) =2’
s(2,1..4)=(0,3815), D?(s), damit ist S(2,i)=i°*-1
s(31..4)=(371115), D(s), damitist s'(3,i))=4i -1
Fur das allgemeine Pradikat P(i) ergibt sich

t; (b(y(a)) <b(2' - x(a)) A y(a) <i? -1 x(a) — 4i +1= y(a))

b(y) <b(2 -X)Ay<i?—1ax—4di+l=y
Zu Uberprufen ist noch, ob P(0) = R, gilt: P(0)=b(y) <b(X) Ay<-1AX+1l=y=P,.
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

4.2.7 Behandlung von Sequenzen nicht strukturgleicher Pradikate

In diesem Abschnitt wird das Problem behandelt, dal? in der Sequenz der Prédikate keine
strukturgleichen aufeinander folgenden Pradikate vorkommen, was meistens der Fall ist. In
diesem Fall kann man versuchen, die Préadikate aquivalent umzuformen, so dal3 strukturglei-
che Pradikate entstehen.

4.2.7.1 Transformation in strukturgleiche Pradikate
Jedes Prédikat P der Sequenz P wird in DNF umgeformt. Damit sieht P so aus:

P, =D(01)v---v D(0,d(0))

I:)n -E D(n,l) VeV D(n,d(n)) mit

D@, ) =K, (, ) A AKyi ;) (0, ))i=L..nj=1.d(), wobei d(i) die Anzahl der Dis-
junktein P ist und k(i, j) die Anzahl der Konjunkte in D(i, j). Jedes Konjunkt ist ein Lite-

ral. Die Menge der Konjunkte eines Disjunkts wird in ¢ Klassen zerlegt, so dal3 ale Kon-
junkte einer Klasse strukturgleich sind. Dazu wird die Indexmenge {1,...,k(i, j)} der Kon-

junkte eines Digjunktsin diec Mengen T, (i, j) c{L...,k(, j)}.,t =1...c zerlegt, so da gilt:
1 UTt(i,j):{L...,k(i,j)}A(Va,b:1Sa,bSCAa¢b:Ta(i,j)me(i,j):Q) (Parti-
t=1

tionierung)
2. (Vt:1<t<c:S(K, (i, ), ke T, ]j)) (Strukturgleichheit)

Die Partitionierung ist Gegenstand von Abschnitt 4.2.7.2. Mit dem Verfahren aus den Ab-
schnitten 4.2.5 und 4.2.6 kann dann fir jede Klasse t von strukturgleichen Konjunkten ein
allgemeines Konjunkt K. @, j,m) generiert werden, S0 daid
k/}Kk(i,j)s(Vm:m:1...|Tt(i,j)|:Kt(i,j,m)) gilt. Da jede Klasse von strukturgleichen
Konjunkten eine Menge ist, das Verfahren jedoch auf Sequenzen arbeitet, mufd die Menge
zuvor in eine Sequenz transformiert werden. Fur Klassen mit nur einem Element K, (i, j)
wird K, (i, j,m) =K, (i, j) definiert.
Beispidl (die Konjunkte K, (i, j) und die Mengen T, (i, j) werden ohne die Argumente i und |
dargestellt, da sie immer gleich sind):

K,=8x>7,K,=b(1),K,=2x>3 K, =y=0,K;, =4x>5K; =b(2)

c=3T,={135,T, ={26},T, ={4}

KiAK;AK = (Vm:m=1...3: K, (m))

K, AK; =(Vm:m=1...2: K, (m))

K, =Ks(m)

mit K, (m) =2"x>2m+1, K, (m) = b(m)

[ ]

Nach dieser Transformation gilt (c; ist die Anzahl der Klassen in Disjunkt D(j, j))

D(i, j) = t/:}(Vm: m=1.[T,G, )| : K@, . m)).
Wenn S(D(i, j), j =1...d(i)) gilt, kann ein allgemeines Disjunkt mit dem Verfahren aus den
Abschnitten 4.2.5 und 4.2.6 generiert werden. Damit kann P dargestellt werden als
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

c()
Fj:1<j Sd(i):t/_}(Vm: m=L.T(j):K,(G,j,m)),
wobei c(j) bzw. T(j) die algemeinen Funktionen der Sequenzen c; bzw. |Tt(i,j)| sind.

Wenn die Sequenz P in dieser Form vorliegt, ist es eher moglich, eine Strukturgleichheit fest-
zustellen.

Beispid:

P, = false

P.=x=0ADb()

PR=b@Aax=1 v b(2)Aax=2ADb1)

PR=b@Ax=2 v b(2Ax=3AbD v b(2)Ax=4AbD) Ab(3)

P,=b@Ax=3 v b2 Ax=4Ab@)Vvb2)Ax=5AbQ)AbB) v b(2)Ab(4)Ax=6Ab()b(3)

Man versucht, im letzten, d.h. im Allgemeinen langsten, Prédikat eine Struktur zu finden, und
in diesem wieder im langsten Konjunkt b(2) Ab(4) A x=6Ab(1) Ab(3) . Dieses wird trans-
formiert in x=6A (Vi:1<i <4:b(i)). Ebenso verfahrt man mit den restlichen Konjunkten
von P, und erhalt

P,=x=3A(Vi:1<i<1:b(i)) v Xx=4A(Vi:l<i<2:b())v
Xx=5A(Vi:1<i<3:b()) v x=6A4(Vi:1<i<4:b())

Alle 4 Disjunkte sind strukturgleich, so dal3 P, dargestellt werden kann als
Gl j<ax=+2A(Vil<i < j:b(i))).

Analog verfahrt man mit P,... P, und erhélt

P=GFj1<j<Ix=j-1A(Vidl<i < jib(i)))
P,=Fj1<j<2x=jA(Vil<i< jb(i)))

P, =(31< j<3x=j+1A(Vill<i < jib(i)))
P,=Fj1<j<4dx=]+2A(Vil<i < jib(i)))

Esgilt S(R,,...,P,). Alsallgemeines Préadikat erhéalt man
P(k)=(Fj1<j<kix=j+k=2A(Vil<i< j:b(i)))

4.2.7.2 Zerlegung in Teilmengen mit Indizes strukturgleicher Konjunkte
Gegeben ist eine Menge von k Konjunkten {K,,K,,...,K,}. Gesucht sind ¢ Mengen
T, c{1....k},t =1...c, so dal3 gilt:

1. pk) = U'I't ={1....k} A(Va,b:1<a<b<c:T, nT, =) (Partitionierung) und
=1
2. sg:=(Vt:1<t<c:S(K,) keT,) (Strukturgleichheit)

Aus beweistechnischen Grinden werden noch folgende Prédikate definiert:
d=(Vab:l<ab<caazb:T,NT, =)
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un(i):ELCJTt ={1,...,i}

nc(i) =i¢ LCJ'I't

Esgilt p(i) =un(i) A dj (Damit ist die Eigenschaft der Partitionierung in ein von i abhangiges
und ein von i unabhéngiges Konjunkt zerlegt).

Der folgende Algorithmus fihrt die Zerlegung durch. Die Grundidee ist, jedes Konjunkt in
eine Klasse zu sortieren. Falls es schon eine Klasse mit zu diesem Konjunkt strukturgleichen
Konjunkten gibt, wird es in diese Klasse sortiert. Falls nicht, wird eine neue Klasse mit die-
sem Konjunkt als erstem Element erzeugt. Die (nicht deterministische) Funktion
one_element _of (T;) ergibt ein beliebiges Element aus T;. Fals T, leer oder noch nicht

definiert ist, ist auch das Ergebnis undefiniert (). Das Ergebnis der Anwendung des Pradi-
kats Sauf ein undefiniertes Element ergibt false.

-- 1<k
c :=1; Tl := {};
--PreF : 1 <k Ac=1A4A
--PostF: sg A dj A un(k)
--InvF : sg A dj A un(i)
for i in 1 .. k loop
j o= 1;
if T3 /= {}
then e := one element of(Tj);
else e := 1i;
end if;

1 - {)

A nc(i+1)

--PreW : sg A dj A un(i-1)

--PreW : (e in T§j v T§ = {}
) (e in TJ v T3 = {})
) (e in Tj v T

--PostW: sg A dj A un(i-1
--InvW : sg A dj A un(i-1
--TermW: c - j
while —S(Ki, Ke) A j £ ¢ loop
j o= 3 + 1;
e := one element of (Tj);
end loop;

AN
AN

Il
—
—

—

-- Z: 8sg A dj Aun(i-1) Anc(i) A (e in T3 v T = {})
if S(Ki, Ke)
then Tj := T U { i };
else c := ¢ + 1;
Tc := { 1 };
end if;
-- 89 A dj A un(i) A nc(i+l)
end loop;

Beweis der Korrektheit:

IF1:=1. If-Anweisung

IF2 := 2. If-Anweisung

BodyF := Rumpf der For-Schleife
BodyW := Rumpf der While-Schleife

Initialisierung: esgilt [LI<k = wp(c=1T, =J1I<KAC=1AT, =J)]
For-Schleife:
1. zu zeigenist [PreF = sg A dj A un(0) A nc(1)]
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[PreF = sg A dj Aun(0) A nc(1)]
= Definition der Pradikate, Substitution
[ISkAac=1AT, == S(K,, ke D) A(Va,b:1<ab<lrazb:T,NT, =D)AL ={1...,0} Ale J]

= |leere Sequenz von Prédikaten ist strukturgleich, ¥ tber leeren Bereich
[ISKAC=1AT, = = trueatrueatrue]
= Logik

true
°

2. zu zeigen ist [sg A dj Aun(i—1) A nc(i) = wp(BodyF,sg Adj Aun(i) Anc(i +1))] . Dazu
werden 2 Lemmata benétigt.
Lemma 4.22:
WP(IFL j=1A(eeT, vT, =G)asgadiaun(i-1) = j=1Aasgadj aun(i -1
Beweis;
WP(IFL j=1A(eeT, vT, =) Asgadj aun(i —1))
= |f-Regel, Digtributivitat
(T, #D A (one_element_of (T))e T, vT, =Q)vT, =DA(ieT, vT =D)) A

j=1Aasgad aun(i-1)
= Mengenlehre, Substitution
(MzDA(truevT, =) vT, =OA(ieDVvD=D))A j=1rsgadi aun(i —1)
= Logik
MzOVvT,=D)A j=1Arsgadj aun(i —1)
= Logik
j=1asgadjaun(i—1)
[ ]
Lemma4.23: [Z = wp(IF2,sg Adj Aun(i) Anc(i +1)] .
Beweis:
[Z = wp(IF2,sg Adj Aun(i) A nc(i +1))]
= Konjunktivitét
[Z = wp(IF2,59) AwWp(IF2,dj) Awp(IF2,un(i)) A wp(IF 2,nc(i +1))]
Zunéchst werden die 4 wps einzeln ermittelt:
wp(IF2, sg)
= Definition g, If-Regel
S(K;, Ke) awp(T; =T, U{i},(Vt:1<t<c:S(K, ke T))) v
—S(K;, K, ) awp(c=c+LT, ={i},(Vt:1<t<c: S(K,,ke T,)))
= V-split
S(Ki, Ko) Awp(T; =T, U{i},(Vt:1<t<cat# j:S(K,,ke T)) A S(K, ke T;)) v
—S(K;,K ) Aawp(c=c+LT, ={i},(Vt:1<t<c-1:S(K, ke T,)) A S(K,,ke T,))

133



4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

= Zuweisungs-Regel

S(Ki, K a(Vtilst<catz jiS(K, ke T))ASK, ke T, u{i}) v
—S(K,, K ) A (Vt:1<t<c: S(K, ke T,)) A S(K, ., ke{i})
= Sist Aquivalenzrelation, V-split, Mengenlehre

S(Ki, K a(Vtilst<c: S(K,,keT)) A (Vae T, : S(K;,K,)) v
—S(K,, K ) A (Vt:1<t<c: S(K, ke T,)) A S(K,)
= Definition sg, Lemma 4.7 , Digtributivitét, Logik
sg A ((VaeT,; : S(K;, K,)) v =S(K;, K.))

wp(IF2,dj)
= Definition dj, If-Regel
S(K;, K) awp(T; =T, U{i},(Va,b:1<ab<crazb:T, nT, =) v
—S(K;,K, ) awp(c=c+LT, ={i},(Va,b:1<ab<caazb:T,nT, =J))
= V-split
S(K;, Ke) Awp(T, =T, U{i},
(Va,b:1<a,b<crazbraz jAjzb: T, NT, =) A
(Va:l<as<caaz [:T,NnT, =0))v
-S(K;,K,) Awp(c:=c+1LT, ={i},
(Va,b:1<a,b<c-1razb:T,nT, =d)A(Va:l<a<c-1.T,NT, =Y))
= Zuweisungsregel
S(K;,K)A(Va,b:1<ab<crazbrazjaAjzb:T,nT, =) A
(Va:l<ascaraz J:T,n(T, Ui} =9) v
—S(K,, K )A(Va,b:1<ab<crazb:T,nT, =) A(Va:1l<a<c:T, n{i} =)
= Mengenlehre, Logik, V-split

S(Ki,K)A(Va,b:l<abs<crazb:T,nT,=d)A(Va:l<ascara=zj:ieT,)vVv
=S(Ki,K)A(Vab:il<sabs<crazb:T,nT,=d)A(Va:l<as<craz jiigT,)AieT,
= Definition dj, Digtributivitét, Logik
dA(Va:l<ascnra=zjiigeT)A(SK;,K)viegT;)

wp(IF 2,un(i))
= Definition un, If-Regel

S(K;,K,) AWp(T, =T, u{i},OTt ={L...,i})v

—S(K;,K,)Awp(c=Cc+LT, ::{i},LCJTt ={1,...,i})

= U-gplit
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S(K;,Ko) awWp(T, =T, Ufi},T, U OTt ={1...,i}H)v

t=IAt#]
c-1
—S(K;, K.) awp(ci=c+1LT, ={i}, T, uJT, ={1....1})
t=1
= Zuweisungsregel
S(K, K ) AT, Ui{itu LCJTt :{L...,i}v—|S(Ki,Ke)/\{i}uLCJ'I't ={1...,i}
t=IAt#] =1

< u-split, Mengenlehre
S(Ki, K) AT ={L...i =B v=S(K K ) AT, ={1,....i -1
t=1 t=1

= Definition un, Distributivitét, Logik
un(i —1)

wp(IF 2,nc(i +1))
= Definition nc, 1f-Regel

S(K;, Ke) Awp(T, =T, U{i},i +1¢ LCJTt)v

t=1

—S(K,,K,) Awp(c:=c+1LT, ={i},i+1¢ OTt)
t=1

= U-gplit
S(K;, K ) awp(T, =T, U{i},i+1e T, u JT)v

t=1t#]

c-1
=S(K;, K.) awp(c=c+1T, ={i},i+1e T, U JT,)

t=1
= Zuweisungsregel
S(K;, K ) ai+1e T, u{ibu [T, v=S(K;, K,) ai+1e {i} T,
t=Lt#] t=1
= U-gplit
S(K;, Ke) Ai+1e {i} U T, v=S(K, K, ai+1e {i} [T,
t=1 t=1
= Mengenlehre, Definition nc, Distributivitét, Logik
nc(i +1)
[ ]
Damit gilt

wp(IF2,59) Awp(IF2,dj) A wp(IF 2,un(i)) A wp(IF 2, nc(i +1))
=

sy A ((VaeT, : S(K;,K,)) v =S(K;,K,)) aun(i —2) Anc(i +1) A
diAn(VaeT,:1<a<carazj:ieT,)A(S(K,K,)vigT))

= A-Subsumierung un(i —1) = nc(i +1) , Logik
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sy A (Vae T, 1 S(K;,K,) = S(K;, K,)) aun(i —1) A
diAn(VaeT, :1<a<crazj:igT)A(ieT, = S(K;,K,))

Zu zeigen bleibt
[Z=sgA(VaeT, : S(K;,K,) = S(K;,K,)) aun(i —1) A
diAn(VaeT,:1<a<schrazj:igT)A(ieT; = S(K;,K,))
= Definition Z
[sgadjaun(i—-D)Anc(i)A(eeT; vT, =) =
sg A (VaeT, 1 S(K;,K,) = S(K;,K,)) aun(i —1) A
diAn(VaeT,:1<aschrazj:ieT)A(ieT; = S(K;,K,))
= Logik

[sgAdiaun(i-)Anc(i)a(eeT, vT, =) =
(Vae T, :S(K;,K,) = S(K;,K,))A(Vae T, :1<a<craz j:ieT)A(eT; = S(K;,K,))]
=wegen [nc(i) = (Vae T, :1<as<caaz j:ieT)]
[sgndjaun(i-)Anc(i)A(eeT, vT, =) =

(VaeT, :S(K;,K,) = S(K,K ) A(ieT, = S(K;,K,))]
= Logik
[((sgAdiaun(i-D)Anc(i)reeT, =

(VaeT, :S(K;,K.) = S(K;,K ) A(ie T, = S(K;,K )] A
[(sgAdiaunii =D Anc(i) AT, =0 =

(VaeT, :S(K;,K,) = S(K;,K ) A(ie T, = S(K;,K,)))]
= Mengenlehre
[(sgAdjaun(i—1) Anc(i) AT, =T, U{e} =

(VaeT, :S(K;,K,) = S(K;,K ) A(ie T, = S(K;,K))] A
[(sgAdiaunii =D Anc(i) AT, =0 =

(VaeT, :S(K;,K,) = S(K;,K ) A(ie T, = S(K;,K,)))]
= Subgtitution
[(sgAadiaun(i—-DAnc(i) AT, =T, u{g =

(Vae T, u{g:S(K;,K,) = S(K;,K ) A(ie T, u{g = S(K;,K)))] A
[(sgAdjaun(i—1) Anc(i) =

(Vae J:S(K,,K,) = S(K,,K, ) A(ie T= S(K,,K))I
= Sist Aquivalenzrelation, Logik

true
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Jetzt kann [sg A dj Aun(i —1) Anc(i) = wp(bodyF,sg A dj Aun(i) A nc(i +1))] gezeigt wer-
den:
wp(body, sg A dj A un(i))

= Sequenzregel

wp(j =L IFLWHILE, wp(IF 2,59 A dj Aun(i)))

< Lemma 4.23, Monotonie

wp(j =1 IFLWHILE, 2)

< Monotonie, PostW=Z

wWp(j =LIFL j=1A(eeT; vT, =) AsgAad aun(i—1)
=Lemma4.22

wp(j =1 j=1rsgadiaun(i-1)

= Zuweisungsregel

sgAadj aun(i -1

3. esqilt [sg A dj Aun(k) = sg A dj Aun(k)]

4. zu zeigen ist [1> k A PreF = PostF]
[1>KALSKAC=1AT, =< = PostF]
= Logik, Arithmetik
false = PostF
= Logik

true

While-Schleife:

1. [PreW = InvW]; es gilt
[sgndiaun(i-D)Anc(i)A j=1a(ee T, vT, =)=
sgAadiaun(i-)Anc(i)A(eeT; vT, =9)]

2. [InW A =(=S(K,,K,) A | <)) = wp(bodyW, InvW)]

[sgAadiaun(i-) Anc(i)a(eeT; vT, =) A(S(K;,K,) Vv | >C) =

wp(j = j+Le=one_element_of (T;),sgAdj aun(i—) anc(i)A(eeT,; vT, =0))]

= Zuweisungsregel

[sgAadiaun(i-) Anc(i)a(eeT; vT, =) A(S(K;,K,) Vv j>C) =

wp(j = j+1sgAdj aun(i —1) Anc(i) A (one_element _of (T))e T, vT, =J))]

= Mengenlehre

[sgAadiaun(i-)Anc(i)a(eeT, vT, =) A(S(K;,K,) v j>cC)=

wp(j = j+1sgadjaun(i —1) Anc(i) A (truevT,; =D))]
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= Logik

[sgAadiaun(i—-)Anc(i)a(eeT, vT, =) A(S(K;,K,) v j>cC)=
wp(j = j+1,s9 Adj Aun(i —1) A nc(i))]

=wegen j ¢ Var(sg) uVar(dj) uVar (un(i —1)) uVar(nc(i))

[syndiaun(i-) Anc(i)A(eeT; vT, =) A(S(K;,K,) Vv | >c) = sg Adj aun(i —1) A nc(i)]
= Logik

true
°

3. [InVW A =(=S(K,,K,) A | £C)) = PostW] ; esgilt
[sgAadiaun(i-) Anc(i)a(eeT, vT, =) A(S(K;,K,) v j>cC)=
sgAadiaun(i-) Anc(i)A(eeT; vT, =9)]

Die Terminierung der While-Schleife ist leicht zu zeigen

Beispid: k=6,S(K,,K;,K;),S(K,,K;),S(K,), die Vorbedingung gilt

i C T, T, T, | e

1 1 {} 1 1
{1}

2 2 {2} 1 1

3 1 1

{2,3} 2 2

4 1 1

2 3

3 {4 3 1L

5 {1,5} 1 1

6 {1,5,6} 1 1

4.2.7.3 Beispiele
Beispiel 1: Multiplikation nach [AA78: 54]

- X=aAy=baAaz=0Aaz20Abz=20
while y /= 0 loop
if odd(y) then y :=y - 1; z := 2 + X;
end if;

y
=y=0Az=abvy=1anz+x=ab
y=0Anz=abvy=1anz+x=abvy=3az+3x=abvy=2Az+2x=ab
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Pb=y=0Az=abvy=1az+x=abv
y=3Az+3x=abvy=7Az+7x=abvy=5az+5x=abv
y=2az+2x=abvy=6Az+6x=abvy=4Az+4x=ab

PR=y=0Az=abvy=1az+x=abv
y=3Az+3Xx=abvy=7Az+7x=abvy=5az+5x=abv
y=2anz+2x=abvy=6Az+6x=abvy=4Arz+4x=abv
y=9Az+9x=abvy=15Az+15x=abv
y=13Az+13x=abvy=11Arz+1lx=abvy=8Az+8x=abv
y=12Az+12x=abvy=10Az+10x=abvy=14Az+14x=ab

P=y=0Anz=abvy=1az+x=abv
y=3Arz+3x=abvy=7Az+7x=abvy=5Az+5x=abv
y=2AzZ+2x=abvy=6Az+6x=abvy=4az+4x=abv
y=9Az+9x=abvy=15Az+15x=abv
y=13Az+13x=abvy=11Anz+1lx=abvy=8Az+8x=abv
y=12Arz+12x=abvy=10Az+10x=abvy=14Az+14x=abv
y=16Az+16x=abvy=17Az+17x=abv
y=19Az+19x=abvy=23Az+23x=abvy=21Arz+21x=abv
y=18Az+18x=abvy=22Az+22x=abvy=20Az+20x=abv
y=25Az+25x=abvy=31lAnz+3lx=abv
Yy=29A2+29x=abvy=27Az+27x=abvy=24Az+24x=abv
y=28Az+28x=abvy=26Az+26x=abvy=30Az+30x=ab

Man beginnt mit der Untersuchung von P, und stellt fest, dal? kein Disjunkt strukturgleiche

Konjunkte enthdlt, d.h. die Klassen strukturgleicher Elemente sind einelementig. Die Dis-
junktein P, bilden 3 Klassen strukturgleicher Disjunkte, namlich

T,={y=0az=ab}, T,={y=1Az+x=ab} und
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

T,={y=3Az+3x=ab,y=7Az+7x=ab,y=54Az+5x=ab,
y=2Az+2x=ab,y=6Az+6x=ab,y=4Az+4x=ab,
y=9Az+9x=ab,y=15A z+15x = ab,
y=13Az+13x=ab,y=11Az+11x=ab,y=8A z+8x = ab,
y=12Az+12x=ab,y=10A z+10x=ab,y =14 A z+14x = ab,
y=16Az+16x=ab,y=17A z+17x = ab,
y=19Az+19x=ab,y=23A z+23x=ab,y =21 A z+ 21x = ab,
y=18Az+18x=ab,y=22A z+22x=ab,y=20A z+ 20x = ab,
y=25A2z+25x=ab,y=31Az+31lx=ab,
y=29Az+29x=ab,y=27Az+27x=ab,y=24A z+24x=ab,
y=28A2z+28x=ab,y=26Az+26x=ab,y=30A z+30x = ab}

Um ein allgemeines Disjunkt in T, zu finden, werden die Disjunkte in T, 0.B.d.A. nach der
Zahl geordnet, die gleichy ist. Das ergibt sie Sequenz

T,=(y=2Az+2x=ab,y=3Az+3x=ab,y=4Az+4x=ab,
y=5Az+5x=ab,y=6Az+6x=ab,y=7A z+7x=ab,
y=8Az+8x=ab,y=9Az+9x=ab,
y=10Az+10x=ab,y=11A z+11x=ab,y =12 A Z+12x = ab,
y=13Az+13x=ab,y=14A z+14x=ab,y=15A z+15x = ab,
y=16Az+16x=ab,y=17 A z+17x = ab,
y=18Az+18x=ab,y=19A z+19x =ab, y = 20 A z+ 20x = ab,
y=21Az+21x=ab,y=22A z+22x=ab,y=23A z+23x=ab,
y=24Az+24x=ab,y=25Az+25x = ab,
y=26Az+26x=ab,y=27Az+27x=ab,y=28A z+28x = ab,
y=29Az+29x=ab,y=30A z+30x=ab,y=31A z+31x = ab)
Das allgemeine Pradikat der Sequenz T, ergibt sich zu (Ji:2<i<3ly=iAz+ix=ab).
Damit 1&% sich P darstellen als
P=y=0Az=abvy=1arz+x=abv(Ji:2<i<3Ly=iAz+ix=ab)
Analog ergibt sich fir die anderen Pradikate
P, = false
P=y=0az=ab
P,=y=0Az=abvy=1az+x=ab
P=y=0Az=abvy=1az+x=abv(Jii2<i<3y=iAz+ix=ab)
P,=y=0Anz=abvy=1az+x=abv(Ti2<i<7y=iAz+ix=ab)
P=y=0Az=abvy=1az+x=abv(dii2<i<15y=iAz+ix=ab)
Esqilt S(R,,...,P;) mit dem allgemeinen Pradikat
P(j)sy=0Az=abvy=1arz+x=abv(3i2<i<2?—1y=iaz+ix=ab)
Das ist durch Induktion Gber j zu beweisen, wobei | = 3 den Induktionsanfang bildet.
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

j=3: P(Q=y=0az=abvy=1az+x=abv(Ji2<i<2*'-Ly=iaz+ix=ab)= PR,
j = J+1: zuzeigenist

P(j+D)=y=0nz=abvy=1az+x=abv(Fi2<i<2' —Ty=iaz+ix=ab)

P(j+1)

Definition von P

f 1*1(false)

f(f(false))

= Definition von P

f(P())

= Induktionsvoraussetzung

f(y=0rz=abvy=1az+x=abv(3i2<i<2™? —1Ty=iAz+ix=ah))

= Definition von f

y=0Az=abv

yZ0AWp(S,y=0Az=abvy=1az+x=abv(Ji2<i<2 —Ly=iAz+ix=ab))
= Zuweisungsregel

y=0Az=abv

y¢kop(|F,gJ:oAz:abvnglAuzx:abv(aizzsi szi-l—ng: i A z+2ix = ab))

= |f-Regel
y=0Anz=abvy#0Aa(

odd(y)A({yT‘lJ:oAz:abv{yT‘lleAusx:abv
@i:2<i< 21-1—1:{%1 =i A z+(2i +1)x = ab))

vﬁodd(y)A(gJ:oAz:abvnglAuzx:abv(ai L 2<i szi-l—lng:iAuzix:ab)))
= Arithmetik

y=0Az=abvy=1az=abv

y=3Az+3x=abv(Fi2<i<2M —1y=2i+1rz+ (2 +1)x=ab)
vy=2Az+2x=abv(i2<i <2 -1y =2 Az+2ix=ab))

= Arithmetik, Logik

y=0Az=abvy=1az=abv(3i2<i<2' —1y=iaz+ix=ah))

Damit ist die schwéchste Vorbedingung der Schleife
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

y=0Az=abvy=1az+x=abv(Jj:j>3@i2<i<2™? -1y=inAz+ix=ab))
= Arithmetik, Logik
y=0Anz=abvy=1anz+x=abv(@i:ii>22y=iAz+ix=ab)

= Arithmetik, Logik

Fi:i=0y=iAz+ix=ab)

Dennesgilt (Fiii 22y=irz+ix=ab)=(Jj:j23(Fi2<i <2 -Ly=irz+ix=ab)).
Beweis:

=

@isiz2ay=inz+ix=ab) = (F:j23AFi2<i <2 —1ay=iaz+ix=ab))

= Skolemisierung, gebundene Umbenennung
(Viiiz2Aay=inz+ix=ab=(Fj:j23A3Fk2< k<2 —1ay=k A z+ kx = ab)))
=mit k=i

(Viii22Ay=inz+ix=ab=(Fj:j23A2<i <27 —1Ay=iAz+ix=ah))

=mit j=i+1

(Viii22Ay=inz+ix=ab=i+123A2<i<2 —1ay=iAz+ix=ab)

true

=5

Gj:j=23A@3i2<i<2t —1ay=iaz+ix=ab) = (Tici>22Ay=iaz+ix=ab)
= gebundene Umbenennung

(Fj,i:j=3A2<i<2 —1Aay=inz+ix=ab) = (Fkk=2Ay=KkAz+k<=ab)
= Skolemisierung

(Vj,irj=23A2<i<2t —day=inz+ix=ab= (Fkk=2Ay=Kk A z+kx = ah))
=mit k=i

(Vj,iij23A2<i<2t —Iay=inz+ix=ab=i22Ay=iAz+ix=ab)

true
°

Jetzt kann die Korrektheit der Schleife gezeigt werden. Es gilt
[Xx=aAny=bArz=0Aa20Ab>20=(Ji:i20:y=iAz+ix=ab)]
= Subgtitution
[a>0Ab>20= (Ji:i>20:b=i AO+ia=ab)]

=miti=Db
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

[a>20Ab>0=b>0Aba=ab]

true
°

Jetzt werden 2 kleine Beispiele nicht korrekter Schleifen gezeigt, einmal eine terminierende
nicht korrekte Schleife und einmal eine nicht terminierende Schleife.

Beispid 2: Nicht terminierende Schleife
- i=1
while 1 > 0 loop
i := i+1;
end loop;
--1i<0
P, = false
P=i<0
P,=i<0vi>0Ai+1<0=i<0

Damit ist wp(LOOP,i <0) =i <0 und die Verifikationsbedingung ist [i >0=1i<0], was
nicht gilt, d.h. die Schleife ist nicht korrekt. An diesem Beispiel sieht man auch, dal3 die Ei-
genschaft Terminierung keine Eigenschaft der Schieife allein ist, sondern eine Eigenschaft
des Paares (Vorbedingung, Schleife).

Beispiel 3: Nicht korrekte, terminierende Schleife
--i=1
while 1 > 0 loop
i :=1i-1;
end loop;
-- 1 <0
P, = false
H_Ei<<0
P,=i<0vi>0Ai-1<0=i<0

Damit ist wp(LOOP,i <0) =i <0 und die Verifikationsbedingung ist [i=1=1i<0], was
nicht gilt, d.h. die Schleife ist nicht korrekt.

Beispid 4. Ganzzahlige Division mit Rest (siehe S. 108)
P, = false
P=0<r<yagy+r=x
P,=0<r<2yaqy+r=x
P,=0<r<3yaqy+r=x
P,=0<r<4yaqy+r=x
P,=0<r<5yAagy+r=x

min{i|S(R, P,,)} = 2, also beginnt die betrachtete Sequenz bei P,.

t,(R)=0<r(a) <2y(a) Aq(a)y(a) +r(a) = x(a)
t,(R)=0<r(a) <3y(a) nq(a)y(a) +r(a) = x(a)
t,(R,)=0<r(a) <4y(a) rq(a)y(a) +r(a) = x(a)
t,(R)=0=<r(a) <5y(a) Aq(a)y(a) +r(a) = x(a)
t(R,)=1<r(a) <2y(a) Aq(a)y(a) +r(a) = x(a)
t(R,) =h; <r(a) <hyy(a) Aq(@)y(a) +r(a) = x(a)
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

t(R) =h, <r(a) <h,y(a) Aq(@)y(a) +r(a) = x(a)
t(R) =h, <r(a) <h,y(@) ~a(a)y(a) +r(a) = x(a)

Esqilt U(R,,....R)).

t(R) =h <r(a) <hy(a) nq(a)y(a) +r(a) = x(a) .
MGU = ({h, > 0,h, > 2,{h, = Oh, > 3,{h > 0h, > 4 {h, > Oh, > )

(12..5 = (0,0,0,0), D°(s), damit ist <(Li) =0
$(2.2..5) = (2345), D(s), damit ist £(2,i) =i

Das allgemeine Prédikat ist P(i)=0<r <iyaqgy+r = X. Der Beweis, da3 P(i) der indukti-
ven Definition von P gentigt, wurde schon in Abschnitt 4.2.2 gefiihrt, ebenso die Ermittiung
der schwéchsten Vorbedingung und der Korrektheitsbeweis der Schleife.
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5 Falsifikationsbedingungen

Das Ziel der Programmentwicklung ist ein korrektes Programm. Die Korrektheit wird durch
den Beweis einer VC gezeigt. Doch falls die Korrektheit wahrend der Entwicklung nicht ge-
zeigt werden kann, ist man daran interessiert zu wissen, ob und warum das Programm nicht
korrekt ist. (Die beiden Aussagen die Korrektheit kann nicht gezeigt werden und das Pro-
gramm ist nicht korrekt sind nicht aquivalent!). In Analogie zur VC, die die Korrektheit im-
pliziert, ist eine Bedingung, die die Nichtkorrektheit impliziert, eine Falsifikationsbedingung
FC. In diesem Kapitel wird zundchst die automatische Erzeugung von FCs dargestellt, was
relativ einfach ist, da eine FC leicht aus einer VC hergeleitet werden kann (Abschnitt 5.1).
Das Ziel ist jedoch eine mdglichst einfache FC, d.h. ein konkreter Anfangszustand, der eine
Zusicherung verletzt (Abschnitt 5.7). Durch die Lokalisierung der verletzten Zusicherung
bekommt man einen sehr guten Hinweis darauf, wo ein Programmfehler liegen kann. Dieses
Problem 183t sich auf ein constraint programming problem bzw. integer programming pro-
blem ipp (wenn man es, wie in dieser Arbeit, nur mit ganzen Zahlen zu tun hat) reduzieren.
Auch das Problem der automatischen Datenabhéngigkeitsanalyse von Programmen mit
Arrayzugriffen 1alt sich auf ein solches Problem reduzieren (mit einigen kleinen Unterschie-
den, Abschnitt 5.1). Daher werden zur Losung des Problems, einen konkreten Anfangszu-
stand, der zu einer verletzten Zusicherung fuhrt, zu finden, Methoden der automatischen Da-
tenabhangigkeitsanalyse verwendet (Abschnitte 5.2-5.6). Einige Beispiele erlautern (Beispiele
1-6) bzw. zeigen die Begrenztheit des Verfahrens (Beispiele 7 und 8). Neu sind dabei nicht
die verwendeten Methoden, sondern die Erzeugung der FC und Vereinfachung der FC durch
Reduktion des Problems auf ein anderes Problem, das mit bekannten Verfahren gelést wird.

Bei der automatischen Verifikation von Programmen mit Spezifikation kommt es wahrend der
Entwicklung vor, dal3 eine VC nicht bewiesen werden kann. Das kann prinzipiell 2 verschie-
dene Ursachen haben.

1. Die VCist nicht gultig, d.h. Programm und Spezifikation passen nicht zusammen.
2. Die VC ist zwar gultig, aber kann vom Beweiser nicht bewiesen werden, was wieder-
um verschiedene Griinde haben kann.

Falls Programm und Spezifikation nicht zusammenpassen, wird in dieser Arbeit davon ausge-
gangen, dal3 das Programm nicht korrekt ist. Es ist oft sehr schwierig zu ermitteln, was im
Programm falsch ist. Aber um zu zeigen, dal3 ein Programm nicht korrekt ist, geniigt schon
ein Gegenbeispiel. Damit ist ein Anfangszustand gemeint, der wahrend der Ausfiihrung des
Programmes zu einem Zustand fuhrt, der eine Zusicherung verletzt.

Beispid:

subtype t is integer range 0..100;

X, y: t;

-- 0<x<100A0<y<100AxXx=aAy-=>b

X 1= X + Y;

Yy =X - Yi

X 1= X - Y;

-- 0<x<100A0<y<100AX=bAy-=a
Die VC lautet

[0<Xx<100A0<Ly<100AXx=any=b=
0<y<100A0<Xx+y-y<100Ay=bAax=aA0<x+y<100]

Sie kann vom Beweiser nicht bewiesen werden. Falls das Programm nicht korrekt ist, mul3 es
einen Anfangszustand geben, der zu einem Zustand fihrt, der eine Zusicherung verletzt. So
ein Anfangszustand ist z.B. x =100A y =1. Also ist das Programm nicht korrekt.

145



In diesem Kapitel wird ein partielles Verfahren angegeben, mit dem aus einer nicht beweisba-
ren VC automatisch ein Gegenbeispiel erzeugt werden kann. Partiell heil3t, dal3 das Verfahren
nicht immer aus einer nicht beweisbaren VC ein Gegenbeispiel erzeugen kann. Das Verfahren
arbeitet nach folgendem Algorithmus:

function generate counterexample (VC: predicate)
return result type is

FC: constant predicate := generate FC(VCQC);
solution: constant solution type := sol(FC);
ce: solution type;

begin
if solution = {} then return no success; end if;
ce := generate counterexample (solution) ;

if exact (VC)
then return ce;
elsif
there is a violation of an assertion during execution of
the program with initial wvalues ce
then return ce;
else return no_ success;
end if;
end if;
end generate counterexample;

Der Grund fur die Unterscheidung zwischen einer FC, die aus einer exakten und einer FC, die
aus einer approximierten VC erzeugt wurde, wird im nachsten Abschnitt (Abschnitt 5.1) an-
gegeben.

Verwendete Typen und Funktionen

predicate

ein geeigneter Typ fur Pradikate

result_type ein Typ bestehend aus Variablenbelegungen

und dem Literal no success

solution type

ein geeigneter Typ fur eine Variablenbele-
gung

function generate FC(VC: predicate)

eine Funktion, die aus einer nicht beweisba-
return predicate

ren VC eine FC generiert, siche Definition
5.1

function sol (FC: predicate)
return solution type

eine Funktion zur Ermittlung einer Varia-
blenbelegung, siehe Abschnitte 5.2-5.6

function generate counterexample
(solution: solution type)
return solution type

eine Funktion zur Ermittlung eines Gegen-
beispiels aus einer Lésung der FC, siehe Ab-
schnitt 5.7

function exact (VC: predicate)
return boolean

diese Funktion ergibt genau dann true, wenn
die VC eine exakte VC ist

Das Verfahren hat folgende Eigenschaft:

Falls ein Gegenbeispiel gefunden wird, dann ist das Programm nicht korrekt. Falls keines ge-
funden wird, kann es sein, dal3 es keines gibt oder dal3 es wegen der Begrenztheit der Verfah-
rens nicht gefunden werden kann. Man kann also folgende Falle unterscheiden:

1. VC kann bewiesen werden = Programm korrekt (bewiesen)

2. VC kann nicht bewiesen werden A Gegenbeispiel gefunden = Programm nicht kor-
rekt (widerlegt)

3. VC kann nicht bewiesen werden A kein Gegenbeispiel gefunden = ??? (weder be-
wiesen noch widerlegt)
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Das Finden eines Gegenbeispiels erfiillt also 2 Zwecke:

1. Bewels, dal3 ein Programm nicht korrekt ist
2. Hilfe bei der Beantwortung der Frage ,,was/ wo / warum nicht korrekt?*

5.1 Formalisierung des Problems

Alle VCs sind Implikationen, die im Laufe des Beweises in eine Konjunktion von k Klauseln
k

K, umgeformt werden, also VC = _/_\1Ki . Falls eine VC nicht bewiesen werden kann, heil3t

das, dal3 mindestens eine Klausel K, 1<a<k, nicht bewiesen werden kann. Jede Klausel
und damit auch K, hat die Form L A---AL, = L, wobei die L, bzw. L Literale sind. Alle

Literale enthalten freie Variablen. (Falls ein Literal keine freien Variablen enthélt, hat es un-
abhangig von allen anderen einen Wahrheitswert, der fir dieses Literal substituiert werden
kann. Fallsein L, =true, so kann es eliminiert werden. Fallsein L, = false, so ist die ganze

Klausel true. FallsL = true, s0 ist die ganze Klausel true. Falls L = false, so kann eine neue
aquivalente Klausel ohne L erzeugt werden.)

Die freien Variablen sind allquantifiziert, lso (Vx:L, A---A L, = L), wobei x die freien
Variablen in der Klausel bezeichnet. Da K, nicht beweisen werden kann, geht man davon
aus, dal3 sie nicht glltig ist, dald aso —(Vx:L, A---AL, = L) gilt. Das ist aquivalent zu
(Ax:LA-AL, AL).

Definition 5.1: Eine Falsifikationsbedingug FC zu einer nicht beweisbaren exakten VC ist
definiert als FC :=—K,, wobei K, eine nicht beweisbare Klausel der VC ist. Die Lésungs-
menge Sol(FC) ener FC der Form (Ix:L A--AL,A—-L) ist definiert als
Sol (FC) ={x| L, A---AL, A=L A found(x)} . Dabei bedeutet found(x), dald das in diesem

Kapitel beschriebene Verfahren (Abschnitte 5.2-5.6) die Werte x berechnen konnte. Der
Grund dafir, daid die VC exakt sein muf3, wird weiter unten angegeben.

Lemmab.2: [VC = —FC].
Beweis:

= Form von VC, Definition FC
k
[/_\1 Ki = _'(_'Ka)]

= Logik

true

Lemma5.3: [Sol (FC) # & = FC].

Beweis: falls das Verfahren eine Losung findet, hat die FC eine Lésung, d.h. ist glltig. Das
Problem ist, dal? die umgekehrte Richtung im Allgemeinen nicht gilt. D.h. falls das Verfahren
keine L6sung findet, kann man daraus nicht schlief3en, dal? die FC keine Loésung hat. Das liegt
an der Begrenztheit des Verfahrens.

Damit ist klar, da3 Sol (FC) = keine VC ist. Sol (FC) =& wére nur dann eine VC, wenn
auch die Umkehrungen von Lemma 5.2 und Lemma 5.3 gelten wirden. (Denn damit hétte
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man [Sol (FC) = & = —FC] und mit Lemma 5.2 [Sol (FC) =& = VC] und mit der Definiti-
onvon VC und der Transitivitét bekame man [Sol (FC) = & = Korrektheit]).

AulBerdem impliziert Sol(FC) # & die Nichtkorrektheit nur, wenn Sol (FC) aus einer exak-
ten VC erzeugt wird, wie Definition 5.1, d. h. es gilt

Lemma 5.4: Falls Sol (FC) aus einer exakten VC erzeugt wird, gilt

[Sol (FC) # @ = —Korrektheit] .
Beweis:

S0l (FC) 2 D

= Lemma5.3

FC

= Lemmab5.2

—-VC

= Definition exakte VC

—Korrektheit

[ ]

Bei approximierten VCs konnte man statt des letzten = im Beweis nur ein < nehmen und der
Beweis wére nicht durchfiihrbar. Dennoch kann man mit einer aus einer approximierten VC
gewonnen FC arbeiten. Dazu wird aus der FC ein Anfangszustand ermittelt und mit diesem
das Programm ausgefiihrt. Wenn dann eine Zusicherung verletzt wird, ist bewiesen, dal3 das
Programm nicht korrekt ist (siehe auch Abschnitt 5.8 und die Beispiele in Abschnitt 5.8).

Das Problem, ein Gegenbeispiel zu finden, kann auf ein constraint programming problem cpp
[CO7: 2066-2093] zurickgefuhrt werden. Auch das Problem der automatischen Bestimmung
von Datenabhangigkeiten von Arrayzugriffen in geschachtelten For-Schleifen kann auf ein
cpp zurlckgefuhrt werden [MHL91]. Zur Lésung des Problems, ein Gegenbeispiel zu finden,
kann man daher versuchen, die gleichen Methoden anzuwenden, wie bei letzterem Problem.
So wie die Gultigkeit eines Satzes im Allgemeinen nicht entscheidbar ist, ist auch das cpp
nicht entscheidbar. Wenn man sich im Bereich der ganzen Zahlen aber auf die Presburger-
Arithmetik [D91: 108] beschrankt, so ist das Problem entscheidbar, aber mit einem Aufwand,

O(n)
2
der im schlechtesten Fall von der Grof3enordnung 22 ist [O78]. Fur das Beispiel ergibt
sich das Problem

(3x,y,a,b0< x<100A0<y<100A Xx=aAy=bax+y>100)

mit der Lésung x=100Ay=1Aa=100Ab=1. In diesem Fall hat man nur einen &uferen

Existenzquantor. Probleme dieser Art gehdren zur Klasse linear integer programming lipp
[W91]. Dafir gibt es relativ effiziente Algorithmen. Diese Klasse stellt jedoch eine ziemlich
starke Einschrankung dar. Die Einschrankungen sind:

1. Nur ein duRerer Existenzquantor erlaubt (siehe 5.5)

2. Nur Konjunktionen von congtraints

3. Constraints sind lineare Gleichungen oder Ungleichungen (siehe 5.3)

4. Keine uninterpretierten Funktionssymbole (Arrays) (siehe 5.4)

5. Nur folgende Funktionen und Pradikate sind erlaubt: +, -, -, =, <, >, A, v, = (Sehe
5.2)

Bemerkung: die Standarddefinition eines ipp ist:
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gesucht ist das grofdte x, das die constraints erfillt, wobei x ein ganzzahliger Vektor ist. Das
hier auftauchende Problem, nur irgendein x zu finden, scheint auf den ersten Blick einfacher
zu sein, doch nach [MHL91] haben beide Probleme gleiche Komplexitét.
[ ]

Das Verfahren zur Lésung dieses Problems besteht im Wesentlichen in der Transformation
auf ein lipp, das mit Hilfe des Q-Tests von Pugh und Wonnacott [P92] gelést wird. Dabel
wird jede der 5 Einschrénkungen nacheinander eliminiert, und zwar im Wesentlichen mit den
Methoden, die von Pugh und Wonnacott im Bereich der Datenabhéngigkeitsanalyse entwik-
kelt wurden. Nur die 2. und 5. Einschréankung kommen bei der Datenabhangigkeitsanalyse
nicht vor (da sie sowieso erfiillt sind), kdnnen aber leicht gelost werden. Die Eingabe des Ver-
fahrens ist ein ipp, die Ausgabe ist ein transformiertes Pradikat Sol (ipp) . In Idealform stellt

Sol(ipp) eine Variablenbelegung bzw. einen konkreten Zustand dar, ist also von der Form

_/i}vi =w,, wobei v, diein Sol(ipp) vorkommenden Variablen sind und w, € Type(v,). So

eine konkrete Variablenbelegung ist im Allgemeinen nur eine von mehreren Losungen. Es
kann vorkommen, dal3 durch Einfihrung von Hilfsvariablen im Laufe des Verfahrens das
Pradikat Sol(ipp) mehr Variablen hat as das urspringliche ipp, also

free(Sol (ipp)) o free(ipp) .

5.2 Reprasentation von Pradikaten und Funktionen

Pradikate und Funktionen, die nicht Einschrankung 5 gentigen, werden so transformiert, dal3
sie Einschrankung 5 geniigen.

a<b=a<b-1
a>b=a=>b+1
azb=a>b+1lva<b-1
LEE/F)=@Gt,aLit)atF+a=EAO<a<F-1),
wobei E und F lineare Ausdriicke sind
m=(MAX j 1< j<nb(j)) = (Vi1 j<nm=>b()) A(FjA< j<nmm=>b()))

Andere Pradikate (z.B. prim) und Funktionen (z.B. abs, ggt) missen entsprechend transfor-
miert werden.

5.3 Affinisierung bestimmter polynomialer constraints

Lineare congtraints stellen eine starke Einschrankung dar. Damit ist z.B. schon die Multipli-
kation zweier Variablen ausgeschlossen. Zur Linearisierung wird die Methode aus [MP94]
verwendet. Sie geht folgendermal3en vor: ein polynomialer constraint wird ein eine dquiva
lente Konjunktion linearer constraints und eines polynomialen der folgenden Form zerlegt:

Xy >C hyperbolische Ungleichung
Xy =C hyperbolische Gleichung
ax®+by* > ¢ elliptische Ungleichung
ax*+by* =c elliptische Gleichung

(Dabei sind x und y Variablenund a, bund c € Z)

Das polynomiale constraint wird affinisiert. Dazu werden zunéchst die Relationen =, <, >, #
und < durch > ersetzt (Abschnitt 5.2). Der Algorithmus wendet dann die Schritte Faktorisie-
rung (Abschnitt 5.3.1) und Linearisierung (Abschnitt 5.3.2) an, solange es geht. D.h. jeder
dieser Schritte verringert den Grad des constraints um 1 oder 0. Der Algorithmus terminiert,
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wenn alle constraints linear sind (mit Erfolg) oder keine Verringerung des Grades mehr er-
folgt (kein Erfolg).

5.3.1 Faktorisierung

Ein constraint der Form ZaixR > ¢ wird transformiert in (Ay:y = Zai R A xy>c). Dabei
i=1 i=1
sind a und c Zahlen, x eine Variable und R ein Produkt von Variablen oder 1. (common
term).
2

Ein congtraint der Form a2x?

+b,x—a’y? —b,y+c>0 wird transformiert in
(3mnm=2aja x-2a;a,y+ba, -ba rn=2a’a x+2ajay+ba, +ba A

282 2|82 2,52
mn = acb; —a by —4a;a;c)

Dabei sind a, >0, a, >0, b, b, und ¢ Zahlen und x und y Variablen. Falls der Koeffizient

von x* keine Quadratzahl ist, muR der ganze Term mit einer Zahl multipliziert werden, so

dal? der Koeffizient von x> eine Quadratzahl ist. Falls danach der Koeffizient von y? keine

Quadratzahl ist, ist Faktorisierung nicht maglich. (breaking quadratic equation)

Ein constraint der Form a, x* +b, x+a,y* + b,y +¢> 0 wird transformiert in
(Amn:m=2a,x+b, An=2a,y+b, ram’+a,n*>ab; +ab; -4aa,c).

Dabei sind a, >0, a, >0, b, b, und c Zahlen und x und y Variablen.

5.3.2 Affinisierung

Eine hyperbolische Ungleichung der Form xy > ¢ mit positiver Konstante ¢ wird transfor-
miert in
XZ1IAYy21A

3 [ e oH R e

X<-1IAy<-1a

ot i ol 21

Dabei ist 1ine((X,, Y1), (X, ¥, )):= (% = X )(Y = ¥2) = (¥ = Y1) (X—X,).
Das ist ein Spezialfall des Affinierungssatzes (affinisation theorem [MP94] ). Eine hyperboli-
sche Ungleichung der Form xy > ¢ mit nichtpositiver Konstante ¢ wird transformiert in

—(x'y'’>c),wobei X=-x, y'=y und c=1-c>1.
Die Affinisierung elliptischer Ungleichungen ist dhnlich der Affinisierung hyperbolischer

Ungleichungen.
Eine hyperbolische Gleichung der Form xy = ¢ wird transformiert in

(Vt:lstSLJHJAt|C:(x=tAy=%)v(x=%A y=t)v(x=—t/\y=—tE)v(x=—?C/\y:—t)).
Elliptische Gleichungen werden dhnlich behandelt.
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Durch die Affinisierung werden polynomiale constraints in lineare constraints auf Kosten der
Anzahl der constraints transformiert. Die Anzahl der generierten congtraints ist von der Gro-

Renordnung O(~/c) .

5.4 Uninterpretierte Funktionssymbole

Arrayzugriffe fuhren zu Ausdriicken mit uninterpretierten Funktionssymbolen. Die Arrayva
riablen werden als uninterpretierte Funktionssymbole bezeichnet, weil sie Funktionen sind,
Uber die man nichts sonst weil3, d.h. nur i = j = b(i) = b(j). Presburger-Arithmetik mit un-

interpretierten Funktionssymbolen ist nicht entscheidbar [D72]. Man mul3 sich deshalb auf
eine eingeschrankte Klasse von constraints mit uninterpretierten Funktionssymbolen be-
schréanken [PW95]. Eine Einschrénkung ist die Linearitdt der Argumente bzw. Indexausdrik-
ke. Durch folgenden Algorithmus werden uninterpretierte Funktionssymbole, die die Voraus-
setzungen der Schritte 1-3 erfallen, eliminiert. (Uninterpretierte Funktionssymbole, die keine
der Voraussetzungen der Schritte 1-3 erfillen, kdnnen nicht eliminiert werden.)

1. falls ein constraint nur ein uninterpretiertes Funktionssymbol enthalt, wird es durch
eine neue, skalare Variable ersetzt.
Beispiel: m>b(j) Am=1 wird ersetzt durch m>b; Am>1

2. falls ein constraint mehrere uninterpretierte Funktionssymbole enthalt, deren Index-
ausdriicke gleich sind, so werden sie durch eine neue, skalare Variable ersetzt. Ob
die Indexausdriicke gleich sind, ist nicht entscheidbar. Zwar sind die Indexausdriicke
linear, aber die darin enthaltenen Variablen kénnen in einer Relation stehen, die es
nicht erlaubt, zu entscheiden, ob die Indexausdriicke unter allen Belegungen der Va-
riablen gleich sind.

Beispid:
I—1=j+1Ab(i) <mAaDb(j+2)>1wirdersetzt durchi—-1=j+1Ab <mab =1

3. falls ein congtraint mehrere uninterpretierte Funktionssymbole enthélt, deren Index-
ausdriicke verscheiden sind, so wird jedes uninterpretierte Funktionssymbol durch
eine neue, skalare Variable ersetzt. Hier gilt das gleiche wie im vorigen Punkt.
Beispid: i< j—1Ab(i—-2) <mAab(j—1)>1 wird ersetzt durch

i< j-1ab <mab; 21

4. Falls noch uninterpretierte Funktionssymbole brig bleiben, terminiert das Verfahren

ohne Erfolg.

5.5 Eliminierung innerer Quantoren

Um das Problem auf eine Form zu bringen, die Einschrankung 1 genlgt, missen innere
Quantoren eliminiert werden. [PW93] betrachten constraints mit maximal 2 geschachtelten
alternierenden Quantoren.

Zu zeigen ist die FC (3Ix: L A---AL,, A—=L) (siehe 0) bzw. (Ix: L, A---AL,,), wobei die L; Li-
terale sind. Fallsdie L, keinen Quantor enthalten, gibt es nichts zu eliminieren.

Falls ein L, einen Existenzquantor enthélt, kann dieser eliminiert werden und die quantifi-
Zierten Variablen unter den aul3ersten Existenzquantor geschoben werden. Das ist eine gliltige
Transformation, da man durch gebundene Umbenennung die quantifizierten variablen von L,
verschieden von allen anderen Variablen machen kann.

Falls L einen Allguantor enthélt, kann dieser durch Reinziehen der Negation in einen Existen-
zquantor transformiert werden.
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Falls ein L, einen Allquantor enthalt, kann dieser durch Rausziehen der Negation in einen

Existenzquantor transformiert werden. Nach diesen Transformationen hat man eine Formel
der folgenden Form

GAx L AL A=Ey: L, )A-=(3ZL,))

Dabei sind die L, Literale ohne Quantor. D.h. einige Literale sind mit einem Existenzquantor

versehen und negiert. Zur Eliminierung der inneren Existenzquantoren aus einer Formel die-
ser Form wird das Verfahren aus [PW93] verwendet. Die detaillierte Beschreibung des Ver-
fahrens geht Gber den Rahmen dieser Arbeit hinaus, doch die Grundidee wird kurz dargestellt.
Existenzquantifizierte Variablen werden durch Verwendung des floor- und ceiling-Operators
eliminiert. Die Negation kann daraufhin eliminiert werden. Allerdings ist dadurch Einschran-
kung 5 durch die floor- und ceiling-Operatoren verletzt. Diese werden wieder durch Einfuh-
rung existenzquantifizierter Variablen eliminiert. Das Verfahren funktioniert fir Literale der

Form x=na und as<nxamx<b. Es qgilt (Ela:x:na)s[qSFJ und
n n

@x:asnxAamx< b)EPWS{RJ (falsa=1vb=1, gilt
n m

a b - . : : : :
[—w < [—w =am<bn, was in diesem Fall vorzuziehen ist). Constraints mit floor- und cei-
n m
ling-Operatoren heiRen quasi-linear. Die Negation eines quasi-linearen constraints ist ein

X
n
werden durch EinfUihrung neuer existenzquantifizierter Variablen, sogenannter wildcard-

Variablen, eliminiert. Es gilt E(Eb = (dc: E(c) Abc—b<a<hc) und

guasi-linearer constraint, z.B. ist —(da: x=na) = Pw >{ J floor- und ceiling-Operationen
n

E(EJ) = (3f :bf <a<bf +h). Damit ergibt sich

—(Ja:x=na)=(dc,f:c>f aAnc—n<x<ncanf <x<nf+n). Im Beispiel 5 in Ab-

schnitt 5.8 wird dieses Verfahren innerhalb eines etwas grof3eren Beispiels noch einmal illu-
striert.

5.6 Eliminierung von v

Nach der Eliminierung der inneren Quantoren kann es sein, dal3 die Formel eine Disjunktion
enthalt. Der Ausdruck wird dann in DNF transformiert und hat folgende Form:

(X Ky A AK g Ve VK A A K 4g)

Dieser wird in eine Disjunktion von lipps transformiert:
(Ax K A AK )V V(EXK A AK )

Das urspriingliche lipp ist 16sbar, gdw. eines der erzeugten lipps l6sbar ist.
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5.7 Lokalisierung einer verletzten Zusicherung

Eine verletzte Zusicherung wird durch Ausflihrung des Programms aus einem Anfangszu-
stand lokalisiert. Ein Anfangszustand ist eine Belegung der Programm- und Spezifikationsva
riablen vor Ausfihrung des Programms, die die Vorbedingung Pre erfillt.

Aus einer Losung Sol (ipp) des ipp soll ein Anfangszustand ermittelt werden, der zu einer

verletzten Zusicherung fuhrt. Das ist nur moglich, wenn Sol(ipp) in Idealform vorliegt. In
diesem Fall enthdlt Sol(ipp) eine Variablenbelegung. Diese kann im Allgemeinen nicht als

Anfangszustand verwendet werden, da sowohl Pre Variablen enthalten kann, die nicht in
Sol(ipp) sind und umgekehrt (siehe Beispiele). Daher missen die Variablen in der Menge

Add = free(Sol (ipp)) \ free(Pre)  eliminiert und die Variablen in der Menge
free(Pre) \ free(Sol(ipp)) mit einem Wert belegt werden. Dazu werden die Werte der Varia-
blen aus Sol(ipp) in Pre eingesetzt und das so entstandene ipp wird erneut gelost. Dieses ist

aber im Allgemeinen einfacher als das urspriingliche ipp oder sogar trivial in dem Sinne, dai3
es schon eine Variablenbelegung darstellt. Anschlief3end werden die Konjunkte mit Variablen
aus Add entfernt. Formal sieht das Verfahren so aus:

Es wird eine Funktion BM definiert, die einer Variablenbelegung eine Menge von Paa
ren aus Variable und ihrem Wert zuordnet:

BM (A, =w,) ={(v},W),i =L...,n} .
Ein Anfangszustand ist dann
BM ~((BM (Sol (ipp)) w BM (Sol (Preg ) \{(v;,w.),v, € Add}).

Die folgenden Beispiele erlautern die Ermittlung eines Anfangszustandes, der zu einer ver-
letzten Zusicherung fuhrt.

5.8 Beispiele

Beispid 1: Lineare constraints mit einem auf3eren Existenzquantor

subtype t is integer range 0..100;
X, : t;

Il
o

100 A O Sy <100 A X =a Ay
X : ;

y
X :

ol nn oxN

IN X X X IA
W+ X

<
Yi
Yi
Vi
<

100 A 0 £y £ 100 A x

Il
o
>

N
Il
V]

Die VC lautet
[0<x<100A0<Ly<100AXx=any=b=
0<y<100A0<x+y-y<100Ay=bax=aA0<x+y<100]
Die nicht beweishare Klausel lautet

[0<Xx<100A0<y<100AxXx=aAny=b= x+y<100]
Das zugehtrige lipp lautet

(3x,y,a,b0< x<100A0<y<100AXx=aAy=bax+y>101)

Eine Losung Sol (ipp) it x=1Ara=1Ay=100Ab=100. Ein Anfangszustand ist
BM ~((BM (Sol (ipp)) w BM (Sol (Pre;, ) \{ (v, w,), v, € Add})
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BM *((BM(x=1Ara=1Ay=100Ab=100) U BM (Sol (true))) \{ (v.,w,),v, € &})

x=1Ara=1Ay=100Ab=100
Damit ist gezeigt, dal3 das Programm nicht korrekt ist.

Beispid 2: Nichtlineare constraints

--xXx20AyYy>0Ag=0ArTr=2xx
while r >= y loop
-- Inv: 0 S r Ay >0AQgy +r =Xx; term: r+l
r :=Y -y; q :=d + r;
end loop;
- 0<Sr<yAQgQy+r=x
1L[V=l]=true
2. [-BAl = N]=true
3. [BAl = wp(S,1)]
[Fr>yAOLSIrAy>0AQy+r=X=0<r—-yAay>0A(q+r—-y)y+r—-y=x]

[r>y>0Aqy+r=Xx=0<y<raAQy+ry—y?+r—-y=x]

[r>y>0Aqy+r=x=0<y<r)a
(r>y>0Aqy+r=x=qy+ry—y>+r—-y=x)]

[r>y>0Aqy+r=x=qy+ry—y*+r—-y=x]

[r>y>0=qy+ry—y*+r—y=qy+r]

[r2y>0=ry-y*-y=0]
Diese nicht beweisbare Klausel fuhrt zu folgendem lipp:
@Ar,yir>yay>0ary—y?—y=0)
= Abschnitt 5.2
@Ar,yr>2yay>1a(-12ry—y?> —yvry—y>—y=>1)
= Abschnitt 5.6
@Ar,yr>yay>1a-12ry—y> —y)v@r,yir 2yay>1ary—y* —y>1)

Es gentigt, die Losbarkeit eines Digjunkts zu zeigen, 0.B.d.A. des ersten. Nur Einschrénkung
3ist nicht erfullt, es muf? also

@Ar,yr>yay>1a-1>ry—-y*-vy)
affinisiert werden (Abschnitt 5.3) . Faktorisierung (Abschnitt 5.3.1) von
—A>ry—-y*—y=—ry+y?*+y>1eqgbt (zz=1+y-r Arzy>1).

Die darin enthaltene hyperbolische Ungleichung mit positiver Konstante wird mit Abschnitt
5.3.2 transformiert in

z21IAay21lvz<-1Ay<-1.
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Damit ist der constraint linearisiert und das 1. Disjunkt wird zu
@Ar,yr2yAay21a(dzz=1+y-ra(z21ary=21vz<-1Ay<-1))

= Abschnitt 5.5
@Ar,y,Zr2yAy21Aaz=1+y-rAz21IAYy21vI2YyAY21IAZz=1+Yy-T AZ<-1AYy<-D))
= Abschnitt 5.6

@r,y,zr2yAay21laz=1+y-ranz21ay=21v
@r,y,zr>2yAay21az=1+y-raz<-1Ay<-1))

Es gentgt, eines der lipps zu 16sen. Eine Losung Sol (ipp) des 1. lippist z=y=r =1. (Das

2. lipp hat keine Lésung.) Ein Anfangszustand ist

BM ~*((BM (Sol(ipp)) U BM (Sol (Prel, ) \{ (v, w,),v, e Add})

BM (({ (2D, (y,), (r 1) U BM (Sol (x> 0 A x=1A q = 0))) \{ ()

X=1IAy=1Ar=1Aq=0

Da der Anfangszustand aus einer approximierten VC gewonnen wurde, muf3 man wegen
Lemma 5.4 das Programm damit noch ausftihren. Die Nachbedingung wird verletzt. Damit ist
gezeigt, dal’ das Programm nicht korrekt ist. (Dieses gilt auch fur die folgenden Beispiele und
wird nicht mehr erwahnt.)

Beispid 3: Nichtlineare constraints

--z=0A0<£a<10 A -10 £ b £ 10

for i in 1 .. a loop

z := 2 + b;

--z =1b A 0 < a £ 10 A -10 £ b £ 10
end loop;

-- z =ab A -100 £ z £ 10

Die Klausel, die nicht bewiesen werden kann, lautet

[0<a<10A-10<b<10= ab<10].
Das fuhrt zu dem ipp

(3a,b0<a<10A-10<b<10Aab>11)

mit einer hyperbolischen Ungleichung mit positiver Konstante. Abschnitt 5.3.2 ergibt fir
ab>11:

a>21Aab>1aling(<111>,<26>)>0Aling(<111>,<6,2>)<0A

line(< 2,6 >,<34>)>0Aling(<6,2>,<43>)<0A
line(<34>,<4,3>)>0Aline(<4,3>,<34>)<0v

as<-1ab<-1aling(< -3-4>,<-4,-3>)>20Aling(< —4,-3>,<-3-4>)<0A
ling(< —2,-6>,< -3-4>) 2 0 Aline(< —6,-2 >,< —4,-3>) <0 A

line(< -1,-11>,<-2-6>) >20Aline(< -11,-1>,<—6,-2>) <0

= Definition von line
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az21lab21A(2-D(b-1)-(6-1D)(a-D)=20A(6-1D)(b-)-(2-D(a-1) <0A
(B3-2)(b-6)-(4-6)(a—2)=>20A(4-6)(b—-2)-(3—2)(a—6) <0A
(4-3)(b-4)-(3-4H(@-3)20A(3-4)(b-3)-(4-3)(a—4)<0v

as-1IAb<-1IA(4+3)(b+4)-(-3+4)(a+3)=20A(-3+4)(b+3) - (—4+3)(a+4)<0n
(-3+2)(b+6)-(-4+6)(a+2)=>20A(-4+6)(b+2)—(-3+2)(a+6)<0A
(-2+D)(b+1) - (-6+1)(a+)=20A(-6+1)(b+D) - (-2+D(a+1) <0

= Arithmetik

a>1ab>1Ab+5a>16Ara+50>16Ab+2a>10~ra+2b>10~ra+b>7v
a<-1Ab<-1A-b-5a>16A-a-5b>16A-b-2a>10~A-a-2b>10~A-a—-b>7

Damit ergibt sich fir (da,b0<a<10A-10<b<10Aab>11) in DNF

(da,b:a>0A10>2aAb>-10A102b A
a21lab>1Ab+5a>16Ara+50>16Ab+2a>10ra+2b>10ra+b>7v
a>0A10>2aAb>-10A10>bA
a<-1ab<-1An-b-5a>16A-a-5b>16A-b-2a>10~r-a-2b>10A-a-b>7)

= Abschnitt 5.6

(Ha,b:a>0A102aAb>-10A10>b A
a>1lab>1Anb+5a>16Ara+50>16Ab+2a>10ra+2b>10ra+b>7)v
(Ha,b:a>0A102aAb>-10A10>b A
a<-1Ab<-1An-b-5a>16A-a-5b>16A-b-2a>10Ar-a-2b>10Ar—-a-b>7)

Damit ist das urspringliche Problem auf 2 lipps transformiert worden. Es gentigt, eines da-
von zu lésen, 0.B.d.A. das ergte. Eine Losung ist a=10Ab=10. Ein zu einem Fehler fuh-
render Anfangszustand ist dann a=10Ab=10Az=0.

Beispid 4: Division (linearisierbare Nichtlinearitat)

--b 20

if a/100 >= b then a := a - 100*b;
else a := a + 100*b;

end if;

--—a =20

Die nicht beweisbare VC lautet

[b>0= 2 >hra>100bv —— <baa+100b>0)].

100 100

Die nicht beweisbare Klausel lautet

[b>0A-2 <b=a+100b>0].

100
Dasipp lautet
a
h>0A 2
(3a,bcb>0A 100 <bAa+100b< 0)

= Abschnitt 5.2
(3a,btb>0A (3t,r:200t +r =aAr 20A92>2r Ab-1>t) A—1>a+100b)
= Abschnitt 5.5
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(3a,b,t,r:b>0A100t +r =aAr 20A92>r Ab-1>t A—1>a+100b)
Damit hat man ein lipp. Eine Losung ist

a=-200Ab=1At=-2Ar=0.
Ein zu einem Fehler fihrender Anfangszustand ist dann a=-200A b =1.

Beispid 5: Innere Quantoren

--b20Ax=aAy=baAaz-=0
while y>0 loop
-- Inv: vy 2 0 A 2 + Xy = ab; term: y

if even(y) then y := y/2; X := 2*x;
else y := y-2; z := z + X;
end if;

end loop;

-- zZ = a*b

Der nicht beweisbare Teil des Korrektheitsheweises lautet
[y>0n z+xy:ab:>even(y)/\%20/\ z+2x%:abv
odd(yY)Ay—220A z+ X+ x(y—2) = ab]

Nach der Zerlegung dieser Formeln in Klauseln bleibt als nicht beweisbare Klausel

[y>0Anz+xy=abaodd(y)= y-22>0].
Der Beweiser wendet solange Transformationsregeln an, bis die Klausel entweder true ist

oder sich keine weitere Regel mehr anwenden [&3t. In diesem Fall kann der Beweiser den
Term mit z nach z auflésen und z substituieren. Das ergibt

[y>0Ao0dd(y)=y-22>0Q].

Alsipp erhdlt man
@Ay:y>0A0dd(y) Ay—2<0)

= Abschnitt 5.2

@y y2ia(diiy=2+D)A-1>2y-2)
= Abschnitt 5.5
@Ay,i:y21ay=21+1A-12y-2)

Jetzt liegt ein lipp vor, das mit Hilfe des Q-Tests gelost werden kann. Als eine Lésung erhalt
man y=1A1=0. Eine Vorbedingung, die zu einer verletzten Invariante am Ende des Schlei-
fenrumpfes fuhrt, ist x=y=a=b=1Az=0.

[ ]

--n=22APD

for i in 3 .. n-1 loop
if n mod i = 0 then p := false; end if;
--p = (Vj: 25j<i: n mod j # 0)

end loop;

-- p = prim(n)
Die nicht beweisbare VC lautet
[N22ApA3<n-1=nmod3=0A—(Vj:2<j<3:nmodj #0) v
nmod3#0A p=(Vj:2<j<3:nmodj = 0)]
Die nicht beweisbare Klausel lautet
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[N=22A3<n-1Anmod3+ 0= nmod2 0]

Das ergibt dasipp
Ann>=2A3<n-1anmod 30Anmod 2=0)

= Abschnitt 5.2

@Ann=>4A—=3j:3] =n) A(Fj:2] =n))
= Abschnitt 5.5

@An, jin>24A=(3:n<3 <N)A2]=n)
= Abschnitt 5.5

(an,i:nz4Aﬁ(msEJ)Azj —n)

= Abschnitt 5.5
(Eln,j:n24/\[q>FJ/\2j =n)
3 3
= Abschnitt 5.5
@An,jin>4A(dc, f:3c—c<n<3cac>f A3f <n<3f +3A2)=n))
= Abschnitt 5.5

@n,j,c,f:n>24A3c-c<n<3kAac>F A3f <nN<3f+3A2]=n)

Damit hat man das ipp auf ein lipp reduziert und kann mit Hilfe des Q-Tests eine Ldsung fin-
den, zB. i=2An=4Ac=1A f =2. Ein Anfangszustand, der zu einem falschen Ergebnis

oder undefinierten Zwischenzustand fihrt, ist n=4 A p=true.

Beispid 6: Uninterpretierte Funktionssymbole und innere Quantoren
- m = b(1)
for i in 1 .. n loop
if m > b(i) then m := b(i); end if;
—- (V§: 1€§<i: m > b(§)) A (FF: 1<I<i: m = b(3))
-~ (Vj: 1<§<n: m > b(§)) A (Fj: 1<i<n: m = b(3))
Der nicht beweisbare Teil des Korrektheitsbeweises lautet
[2<i<nA(V]: 1< j<i=1:m2b())A(Fj:1<j<i-1:m=Db(])) =
m>b(i) A (Vj:1< j<i:b@i)=b(j))v
M<b(i)A(V): 1< j<iim2b(j)AEF:1<j<i:m=Db()))]
Von den Klauseln, in die diese Formel transformiert wird, ist eine der nicht-beweisbaren
[2<i<nA(V): 1< j<i=1:m2b()A(Fj:1<j<i-1:m=Db(j))Am>b(i) =
(Vj:1<j<i:b(i) =b(j))]
= Skolemisierung
[21SnA(V]: 1< j<i=1:m2b() ALL j’Si-1Aam=Db(j)Am>b(i) AlL j"'Si=>
b(i) = b(j™)]
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= Substitution
[21<nNA(V]: 1< j<i=1:b(j)2b(j) AL J'Si=1Ab(j)>b(i) Al j"<i = b(i) >b(j")]

Zunéchst wird (3j:1< j<i—1bl<b2A j# ') quantorfrei gemacht.

Gl j<i—Ibl<b2Aj#j")
= Logik
F1<j<i=1Aj#])Abl<b2
= Logik
G j<i=1IA(j<jVvi>])) Abl<b2
= Logik
Gl j<i-1IAj<jVviLj<i-1A|>])Abl<b2
= Logik
<AL JSi=1vi2 JHIALS S -1V 2 0A J41S j<i—-1v 'S =1AL1L j<i=))
Abl< b2
= Logik
(<A@l j<i=-Yviz j+IAaGjAlj<j-D) v
J20AF:j+1<j<i=-Dv i'S-1A(Fj1<j<i=-T)
Abl<b2
= Abschnitt 5.5
(SJALST=1viZ2 JHIALS -1V 204 j41<i =1V 'S =1Al<i =) Abl< b2

Das zugehorige ipp lautet

@i,n,jj2<i <na Vil <i=Ib(j) =2b(j)) A
1< ’<i=1Ab(j) >b(i) A1< j'<i Ab(i) <b(j™))
@i,n,jj2<iSsna (VLS j<i=2(j=jvj# ) Ab()) =2b())) A
1< ’<i=1ADb(j) >b(i) ALl jJUA(j < v ) =1) Ab(i) <b(j™))
= Logik, Abschnitt 5.6
Gi,n, j’, 721 SNA(VALS J<i=2j# JAb(j) =2b(j) v j = j’Ab(j’) = b())) A
1< ’<i=1ADb(j) >b(i) Al j Aj<i Ab(i) <b(j™)) v
Gi,n, 7, 721 SNA(VLLS j<i=2j# JAb()) 2b(j) v j = ’Ab(j’) = b())) A
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@in, i’ ji"2<i <na(Vjil<j<i—th(j)=b(j)vi=j)A
1< ’<i—1AD(j") > b(i) A1< J"Aj <0 Ab(i) <b(j)) v
@in, i, ji"2<i <na(Vjil<j<i—tb(j)=b(j)vi=]j)A
1< ’<i—1aDb(}’) > b(i) A1< J"Aj =1 Ab(i) <b(i))

= Logik

@i, i2<i <nA (VA< j<i—Th(])=b(j)v =) A
1< j’<i—1ab(j") >b() A1< j"Aj"<i Ab(i) <b(j™)) v

false

= Abschnitt 5.4 (b1=b(j’) Ab2=b(j) Ab3=b(i) Abd=Db(j"))

3i,n,j,j",bLb2,b3b42<i <naA(Vjl<j<i-1Ibl>2b2v j=j)A
1< j’Si—1Ab1>b3A1< j'Aj"'<i Ab3< b4)

= Logik

Fi,n,j,j",bLb2,b3b42<i <nNA—=(Fl1<j<i—-2bl<b2Aj#|)A

1< '<i—1Abl>b3A1< jAj"<i Ab3< bd)

Daswird negiert und wieder eingesetzt
I <IAJZ0ADLZD2V '=0A1=0Abl>b2V j'=0ATi =1ADL2Db2V j’=1A1=2Ab1l>Db2

Damit ist das Problem linearisiert und man erhélt 4 lipps.
Fi,n,j’,j",bLb2,b3b42<i <NAI<1IAJ>20AbD1IZ>b2 A
1< j’Si—1Ab1>b3A1< j'Aj'<i AD3<b4) v
Fi,n,j,j",bLb2,b3b4d2<i<nA j'=0Ai=0Ab1l>b2A
1< j’Si—1Ab1>b3A1< j'Aj'<i AD3< b4) v

@Gi,n, i, 7, bLb2,b3b42<i <nAi<1A j=0ni=1Abl>b2A
1< j’<i—1AbLl>b3A1< A <i Ab3<bd) v
@i,n, i, 7, bLb2,b3bd2<i <nA j'=1Ai =2Abl>b2 A

1< j’<i—1AbLl>b3A1< A <i Ab3< bd)

falsev falsev falsev
Fi,n,j’,j7,bLb2,b3,bd2<i<nA j'=1Ai=2Ab1>b2 A
1< j'<i—1Abl>b3A1< A "<i AD3< b4)

Eine Losung ist
1 =2AN=2A]'=1A]"'=1AD1l=2A0b2=1Ab3=1Ab4=2.
Durch Ricksubstitution erhalt man Werte fiir b:
i =2AN=2A]=1A|"=1AD(])=2Ab(j)=1Ab@)=1Ab(j")=2.
Mit den Losungswerten der Indizes ergibt sich (j und damit b(j) existieren nicht mehr)
1=2AN=2A]'=1A]"=1AD(D) =2AD(2) =1.
Ein Anfangszustand, der zu einer nicht korrekten Nachbedingung oder einem undefinierten
Zustand fuhrt, ist
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Mm=2An=2Ab()) =2Ab(2) =1.
Falls das Verfahren keine Variablenbelegung zurtickliefert (Versagen), kann es das Problem
soweit wie mdglich l6sen und den Rest ungeldst zurtickgeben. Oft kann der menschliche Be-
trachter dann eine L6sung erkennen.

Beispid 7: Versagen wegen nicht linearisierbarer Nichtlinearitét
- X=aAy=baAraz0Abz20Az-=1
while y>0 loop
- Inv: y 20 Az * x¥=2a" term: y
if ymod 2 = 0 then y := y/2; X := X * X;
else z := z * x;
end if;

end loop;

--z =2a"

Eine nicht beweisbare VC ist
[y>0n2X) =a" = even(y)/\%zoA z(x*)Y? =a’ v

odd(y) Ay =0 2x*" =a"]

Eine nicht beweisbare Klausel lautet
[y>0A2zx! =a® Aodd(y) = zx¥* = a"].
Das entsprechende ipp lautet
(Ax,y,z,aby>0Azx! =a’ A(Qi:y=2i + ) Ax¥** 2 a").

Es kann mit dem beschriebenen Verfahren nicht gelost werden. Doch man kann ,,von Hand"
weiterrechnen: einen Anfangszustand, der zu einer verletzten Zusicherung fuhrt, erhélt man
durch Konjunktion des ipp mit der Vorbedingung.

(Ax,y,zabx=ary=barz=1Aa>0Ab>0Ay>0Azx’ =a° A(Firy=2 +) A X’ 2 a")

(Ax,y,z,abx=ary=baz=1ra>20Ab>0ra"=a’ A(Fi:y=2i+1)) ra"* za")

(Ax,y,z,abi:x=ary=barz=1ra>0Ab>0Ab=2i+1ra"" za")

Eine Losung ist x=a=0Ay=b=1Az=1. Damit wird die Zusicherung nach dem Rumpf
verletzt, die besagt, dal3 die Terminierungsfunktion nach Ausfuhrung des Rumpfes einen klei-
neren Wert als vor Ausfiihrung des Rumpfes haben muf3.

--x20Ay20Ax=aAy=>b
while x /= y loop

-- Inv: ggt(x, y) = ggt(a, b); term: x+y+1
if x > y then x := x - vy;
else y := y - X;
end if;
end loop;

-- x = ggt(a, b)
Die nicht beweisbare VC lautet
[X£YyAggt(X,y)=0gt(a,b) AX>0AYy=>20=X>yAy>0vX<yAax>0].

Eine nicht beweisbare Klausel (auch die einzige) lautet
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[X<yAagot(x,y)=ggt(a,b)AXx>0Ay>20=x>0].
Das fuhrt zu dem ipp
(3x,y,a,biy>x+1Aggt(x,y) =gat(a,p) AX=>0Ay>0AXxX<0)
(3x,y,a,bry>x+1Aggt(x,y) =gat(a,b) Ay>0A x=0)
(3x,y,a,b:y>1A ggt(0,y) = gat(a,b) A x=0)
(3x,y,a,b:y>1A y=ggt(a,b) A x=0)
= Abschnitt 5.2
3x,y,a,by>1aylanylba(Viitlaathh=t<y)Ax=0)
= Abschnitt 5.2
@x,y,aby>1a(@iryi=a)A(dicyi =b) A (V:(Jicti =a) A(Jiiti=b) >t < y) Ax=0)
@x,y,a,b,k,l:y>1ayk=aayl =ba(Vi,i, jiti=antj=b=t<y)Ax=0)
= Abschnitt 5.5
@x,y,a,bk,.y>1ayk=aAayl =bAa—=3t,i,jiti=ast=bat>y+1) Ax=0)

Die nicht linearen Ausdriicke kdnnen nicht linearisiert werden. Eine Ldsung ,,von Hand" ist
x=0Ay=1ak=anal=Db.Einzu einer Fehlersituation flhrender Anfangszustand ist damit

x=0Ay=1ara=0Ab=1. Er fuhrt zum gleichen Fehler wie im vorigen Beispiel.

Beispid 8: Versagen wegen zu komplexer Indexausdriicke

--1 =1

while i <= 100 and b(100 / i) > b(i) loop
i := 1+ 1;
-- 1 <1< 101

end loop;

-- b(100 / i) < b(i) v i = 101

Die nicht beweisbare VC lautet

[(i >101v b(l%o) <b(i) Al<i<101= b(l%o) <b(i)vi=101].

Eine nicht beweisbare Klausel ist

[b(liio) <b(i) Al<i <101A b(liio) > b(i) = | =101].

Sie fuhrt zu dem ipp

(ai,b:b(g) <b(i) A1<i <101 b(?) > b(i) Ai % 101).

(ai,b:b(g) <b(i) A1<i <101 b(?) > b(i) Ai % 101)
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= Logik
100
(Eli,b:b(i—) =b(i) A1<i <100)

= Abschnitt 5.2
(3i,b,t,a:b(t) =b(i) Ati+a=100A0<a<i-1A1<i <100)
= Abschnitt 5.4

(Fi,b,t,a,st=iAs=sati+a=100A0<a<i-1A1<i <100) v
(Fi,b,t,a,s,s2t #i ASl=S2Ati+a=100A0<a<i-1A1<i <100)

(Ji,bt,at=int?+a=100A0<a<t-1A1<t <100)v
(Fi,b,t,a,s,s2t zi nsl=s2Ati+a=100A0<a<i—-1A1<i <100)

Damit hat man 2 lipps, die mit dem Verfahren nicht gelost werden kénnen. ,,Von Hand“ kann
eine L6sung des zweiten lipp berechnet werden:

I =1At=100Aa=0ADb(1) =b(100).
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Ausblick

In dieser Arbeit ging es um die Verifikation sequentieller Programme. Zu diesem Zweck wer-
den VCs und ein automatischer Beweiser zum Beweis der VCs benttigt. Die Generierung
exakter VCs fur elementare Konstrukte sequentieller Programmiersprachen ist nichts Neues.
Fur Schleifen im Kontext umgebender Anweisungen und rekursive Prozeduren, fur die es nur
approximierte VCs gibt, wurden leistungsfahigere VCs vorgestellt. Der Schwerpunkt der Ar-
beit lag auf der Verifikation von Schleifen, die nur durch ihre Spezifikation und ihren Rumpf
gegeben sind. Fir For-Schleifen wurde ein Verfahren vorgestellt, das in gewissen Féllen au-
tomatisch eine Invariante erzeugt. Fur While-Schleifen wurde ein Verfahren vorgestellt, das
in gewissen Féllen die schwéachste Vorbedingung der While-Schleife berechnen kann. Fir
Programme, deren Korrektheit nicht bewiesen werden kann, wurden erstmals Falsifikations-
bedingungen eingeftihrt. Damit kann zum einen explizit die Nichtkorrektheit des Programms
gezeigt werden und zum anderen ist es moglich, automatisch einen Anfangszustand zu ermit-
teln, der zu einer verletzten Zusicherung fuhrt. Damit bekommt man viel mehr Information
zur Lokalisierung eines Programmfehlers als durch die einfache Aussage ,, die Korrektheit des
Programms kann nicht bewiesen werden"”.

Fortschritte in der Verifikation sequentieller Programme werden einerseits durch VCs fir
weitere Daten- und Anweisungstypen erzielt und andererseits durch Fortschritte in den Ver-
fahren, die die Programmverifikation benutzt. Das wichtigste davon ist automatisches Bewei-
sen. Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren zur Ermittlung der wp fir While-Schleifen
und zur Ermittlung eines Gegenbeispiels fur nicht korrekte Programme benutzen die E-
Unifikation und Methoden des integer programming. Die 3 Verfahren zum Beweis einer VC,
zur Ermittlung der wp fir While-Schleifen und zur Ermittlung eines Gegenbeispiels flr nicht
korrekte Programme haben eins gemeinsam: sie sind partiell in dem Sinne, dal3 sie als Einga-
be ein Problem bekommen und die Ausgabe aus einer Losung des Problems besteht oder der
Angabe, dal3 das Problem wegen der Begrenztheit des Verfahrens nicht gelost werden kann.
Ein groRRer Flaschenhals des in FPP verwendeten Beweisers mexana ist die Erzeugung einer
DNF im Rahmen der Generierung der Klauseln. Es hat sich herausgestellt, dal3 schon bei re-
lativ kleinen VCs sehr viele Klauseln entstehen kénnen, von denen die meisten gleich sind.
D.h. es gibt nur relativ wenige verschiedene Klauseln. Nitzlich wére hier eine DNF-Routine,
die keine gleichen Disjunkte erzeugt. Das konnte man dadurch erreichen, dal3 man jedes neu
erzeugte Disjunkt daraufhin untersucht, ob es schon vorhanden ist. Doch diese V orgehenswei-
se bringt nicht viel, da immer noch alle Disjunkte erzeugt werden missen. Man braucht eine
DNF-Routine, die von vornherein nur verschiedene Disjunkte erzeugt.

Jeder Datentyp besteht aus der Menge der Werte und den darauf definierten Operationen. Um
VCs mit Variablen eines Datentyps beweisen zu konnen, missen die flr diesen Datentyp gil-
tigen Axiome benutzt werden. Der hier verwendete Beweiser benutzt Axiome flr ganze Zah-
len und Wahrheitswerte, so dai die Datentypen integer Und boolean behandelt werden kon-
nen. Um andere Datentypen behandeln zu kénnen, missen zunéchst Axiome fur diese Da
tentypen vorhanden sein. Das gilt z.B. fur Flie3kommazahlen, Aufzéhlungstypen, Strings und
Verweistypen. Axiome fur Aufzahlungstypen und Strings sind relativ einfach aufzustellen, da
sie nur wenige Operationen haben. Fir Flie(kommazahlen gibt einige Ansétze zur Axiomati-
sierung in[IEEE85] und [EP97]. Ob Zeigertypen Uberhaupt vollstandig axiomatisierbar sind,
ist nicht klar. Die wenigen Arbeiten auf dem Gebiet der Verifikation mit Pointern sind nicht
sehr vielversprechend. Moglicherweise sind Programme mit beliebiger Verzeigerung gar
nicht verifizierbar, da die Verifikation eine statische Programmanalyse ist und der Zustand der
Verzeigerung etwas sehr dynamisches ist, und zwar viel dynamischer als z.B. der Wert einer
Variablen. Die Verifizierbarkeit von Programmen mit beliebiger Verzeigerung ist somit eine
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offene Frage, die entweder durch ein Verfahren positiv bzw. durch einen Beweis, da3 sie
nicht durchftihrbar ist, negativ beantwortet wird.

Neben einer Axiomatisierung von Datentypen ist es auch erforderlich, dal3 der verwendete
Beweiser in der Lage ist, aus diesen Axiomen ableitbare Sétze zu beweisen. Denn es genigt
nicht, dem Beweiser einfach nur Axiome zu geben. Dartiber hinaus enthalten die VCs, die aus
Programmen mit verschiedenen Datentypen generiert werden, Ausdriicke mit Variablen die-
ser Datentypen, d.h. gemischte Ausdriicke. Zudem gibt es Funktionen, deren Argumente und
Rickgabewert verschiedene Typen haben kdnnen.

Neben weiteren Datentypen sollten auch weitere Anweisungstypen, wie z.B. das exit-
Statement, und Merkmale moderner Programmiersprachen behandelt werden. Dazu gehdren
Generizitét, Ausnahmebehandlung und Objektorientierung.

Als Fazit kann man sagen, dal3 es noch ein langer Weg bis zur Verifikation eines realen, voll-
standigen Programmes ist, verbunden mit der Hoffnung, dal3 diese Arbeit einen kleinen
Schritt auf diesem Weg geleistet hat.
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